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L’ AUTOKE 

AI GIOVANI STUDIOSI DELLE MATEBIATICHE 
DEL COLLEGIO KÀPOUTÀKO 

DELLA COMPAGNIA DI GESÙ. 


Se al desiderio ardente, giovani ornatissimi , del profitto 
vostro nelle matematiche discipline, di che io pur confesso es- 
sere stato sempre mai acceso , volle attribuirsi il proporvi , 
che nei passati anni io feci alcuni dei più celebri in quelle 
scienze , imprendendo e traendo da tulli essi quanto all’ uopo 
più acconcio ne si offeriva, non dubito io punto, che al mede- 
simo non vogliate or voi ascrivere ciò che meco stesso ho già 
fermo , di presentare cioè a tutti voi per l’avvenire in luogo 
di sì svariale guise di autori un ordinato corso, che ricco sia 
del più scelto , e del più ‘squisito , che nelle immortali opere 
dèi più chiari fra loro mi venne dato per lungo studio di rin- 
venire. Conciosiachè , ove bene pongasi mente , buona parte 
di siffatti autori , coraechè per se stessi pregiati sieno senza 
fine e riguardevoli ; tuttavia al vantaggio della studiosa gio- 
ventù di. questo Collegio riguardando , disacconci riescono e 
* sproporzionali ; ben più lunga carriera essendo richiesta a 
dovere sporre siccome è mestieri i lor grossi e profondi vo- 
lumi, che quella non sia di tre soli anni, in che tutte soglionsi 
appo noi correre le matematiche discipline. Alla qual cosa 
vuoisi aggiugnere di vantaggio , che uè in si breve corso di 
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aaui è dato a voi intendere alle matematiche per siffatto mo- 
do, che non dobbiate ad altre non meno utili che difficili fa- 
coltà nello stesso tempo applicarvi. Mi si opporrà forse, aver 
voi degli autori non pochi, i quali a grande squisitezza accop- 
piano la bramata brevità : ciò sono senza fallo e per la istitu- 
zione algebrica il Paoli nel primo volume dei suoi elementi di 
Algebra , e per la Geometria il Le-Gendre, e il Biot per l’ap- 
plicazione dell’ Algebra alla Geometria , e per conto del Cal- 
colo sublime il Lacroix nel suo compendio , ed altri siffatti 
statici sempre per gli anni andati in somma estimazione , 
ed in uso grandissimo. Ma nel vero comecché io pur pure 
ciò vi couseuta i)er un tantino , ben si parrà chiaro per 
altro capo il non picciolo pregiudizio , che da cotali isti- 
tuzioni ai vostri sludii è uopo che ne torni , tra perchè 
non è da negare che tratto tratto in esse non vengano in- 
contrate delle difficoltà , che a spacciarsene come conviensi 
nou richieggano del tempo assai , e perchè non è poi la più 
agevole cosa del mondo rinvenir di tutte sì rioca copia di e- 
semplari da poterne essere tulli forniti : il che quanto ritardi i 
vostri scientifici avanzamenti ben lo avvisa chiunque ha in capo 
fior di senno. Senzachè ciò che più monta, e che mi aggiunse 
ai fianchi i più acuti sproni perchè *a quest’opera mi mettessi, 
si fu non potersi altrimenti per una tal via avere quella unità 
d’ istituzione , che sì nell’ apparare di ogni altra delle si sva- 
riate discipline , e massimamente di questa , secondochè da 
uomini di severo giudizio fu pronunciato , non può aggua- 
gliarsi con parole quanto vantaggiosa ed utile essa riesca a 
coloro , che vi abbian posta lor opera e dedicatovi l’ingegno. 
Sebbene , siccome a chi ha presa ben lunga esperienza nel- 
l’ ammaestrarvi in matematica venne conosciuto , non debbo 
io per conto alcuno concedervi, che si abbiano i sullodati au- 
tori quel bel pregio di 'brevità , che è alia fine il segno delle 
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nostre ricerche. Ma in somma vi ha di altri «Orsi ancora, i quali 
e brevi sono, e non pertanto sgombri di quelle difficoltà, che 
agli autori testé citati pur voglionsi ascrivere. Si bene : aozi 
pur faticosa briga io mi darei solamente , che ne imprendessi 
a tessere U lungo catalogo : nulladimcno tanto meritevolmen- 
te ci restiamo di adoperarli, quanto essi per lunghissimo spa- 
zio lontani sono da quella esattezza e perfezione, a che vcg- 
giamo essere questa scienza ai nostri di pervenuta. 

Non vorrei però , che vi aspettaste da me in questo qual 
che egli siasi mio lavoro nuove dimostrazioni e peregrini ri- 
trovamenti ; che non è egli obbligo di chi prende a formare 
una istituzione elementare di nuove cose arriccliir la scienza, 
ma riesce sufficientissimo al suo intendimento dar forma ed 
ordine acconciamente ai ritrovati altrui. È stalo peraltro mio 
pensiero soddisflar pienamente a quanto dal bel principio vi 
ho promesso, studiandomi, quanto per le debole mie forze ne 
fu conceduto, di raccogliere dai più rinomati matematici il più 
e il meglio che hanno, e di adattarlo alla capacità vostra; non 
tralasciando eziandio tal fiata di rimettervi, con opportune ci- 
tazioni laddove le occorrenti materie vennero da loro profon- 
damente trattate. E questo si feci perchè possiate di leggieri, 
ove ne venga talento, tutta attignere quella dottrina nei pro- 
pri! fonti , da cui io derivandola procacciai di farvi comun- 
que gustare. 

Partimmo adunque questo nostro corso in tre volumi di 
tal che nel primo , si contenessero quelle materie, che al pri- 
mo anno si appartengono , quali sono l’ Aritmetica , T Alge- 
bra , c la Geometria piana e solida ; nel secondo avessero 
luogo un trattato di Logaritmi, la Trigonometria piana e sfe- 
rica , la Geometria analitica , e le Sezioni coniche , le quali 
cose al secondo anno si spettano ; nel terzo da ultimo il Cal- 
colo diifercuziale ed integrale formasse il subbietto da com- 
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piere i Ire anni delTU studio delle matematiche che diconsi pu- 
re. A dar poi chiarezza e a facilitare l’ intendimento, secondo 
che la natura delle materie comportarono, usammo in esponen- 
dole di proposizioni e di problemi , non potendosi sufficien- 
temente dire quanto un cotal metodo faccia , massimamente 
nei principianti , a fermar nella niemoria queste per altro 
astratte cotanto , ed astruse teorie. 

Pertanto se nè lusinga di sordido interesse , nè alletta- 
mento di onorata rinomanza o di alcun altro di siffatti emo- 
lumenti , mi ha mosso a durar questa qual che siasi nou 
però lieve fatica , ma sì il solo vostro profitto nelle matemati- 
che discipline ; per voi stessi bene avvisate quanto secondo 
ragione io ne ricliiegga e ne addimandi, che con l’ assiduo vo- 
stro studio , e con la sollecita vostra diligenza (di che io non 
potrei di sì gentili animi , e delle matematiche si nobilmente 
infiammati senza grande oltraggio pur dubitare ) diate opera 
che a quel lieto fine prosperamente riesca; a che è stata indi- 
ritta unicamente edordinala> - 
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CAPO I. 

DB. MODO Dt scimas E SI psonimciAu i KrxEsi. 



I. Li malemalica i U scienza della quantità , e ai versa tolta nel paragonare 
fra di loro le grandezze, in qoanlo queste capaci -sono dì anniento o di decremen- 
to , e nella investiganone delle relazioni scambievoli che quindi nascono. Infatti 
egli è par certo che volendo misnrare nna qoalnnqoe grandezza per nn’ altra che 
sia delia medesima spedo , presa qn^ta per unità di inisnra , agevolmente con- 
seguir potremo la espressione numerica uella prima ; donde manifesto si rende 
poter noi esprimere con nnmeri le ^andezze , e delle relazioni che jianno luogo 
tra nnmerì giovard ad ottener quelle che passano tra le grandezze. Per la qual 
cosa dovendo proporsi a giovani una istituzione di matematica , conviene pren- 
dere le mosse dall Aritmetica , da quella parte doè delle matematiche che tutta 
si occupa intorno alle operazioni su i nnmeri, le quali sono I’ addizione e la sol- 
traxione, alle quali riJoconsì le altre , vale a dire la moltiplicazione e la divi- 
aione , come quindi a poco si farà chiaro ; a tutte queste potrebbero aggiugnersi 
quelle che riguardano t innalzare a potenze, e I’ estrarre radia, di cui per alliV 
tornerà più acconcio trattare nell’ Algebra. Parleremo adunque delle prime quat-' 
tro brievemente tostochè si sarà accennato alcuna cosa intorno ai modo di notare 
i Dsmeri e di pronnnciariì. 

FoU. a 
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3. NeirAHlmetica decadica, deila qaale solameoie dobbiamo (raltare, tut* 
ti i Domcrì possono disegnar^ con le sole dieci seguenti cifre 

0 (zero), I (uno), 2 (due), 3 (tre),4(qaatlro),5(cinqae),6 (sci),7(8elte), 8 (olto),g(noTe} 

nè tì ha bisogno di altre. Perocché priraieramente il numero dieci, cioè la deci* 
na di unità semplici , potendosi considerare come unità delle decine , può chia* 
marsi unità di secondo ordine riguardo alla unità semplice che sì appella di |HÌ* 
EOO. Adunque potremo, senza ricorrere ad altra sorta di cifre, dire 

I dedna , 2 dedne , 3 dedne , ec.... g dedne , 

OTTero 

1 unità di 2” ordine, 2 unità di 2° ordine, 3 unità di sbordine,. .. g unità di a* ordme; 

e quindi sarà agevole servirà di quelle dfre onde esprimere ancora qualunque 
numero che sia minore del centinaio , minore doè di dhed dedne di unità sem- 
plid. Ad esempio debba in tal guisa dinotarsi il numero duquantaquattro , giu* 
sta il detto si scriverà esso nel modo seguente : 

5 dedne , e 4 unità , 


OTTero nel st^uente: 

5 um'tà di 2.” ordine , e 4 unità di i.” ordine. 

Tn secondo luom il centinaio di^ nnìlà semplici o di primo ordine formandosi 
con died dcciae, vale a dire con una decina di unità di secondo ordine , potrà 
riguardarsi come unità di terzo ordine, cioè come unità delle decine delle unità 
di secondo ordine; donde chiaro sì scorge che ad esprimere ancora tutti gli altri 
numeri minori del migliaio opportune all’ uopo riescono le soccennate cifre. Ci 
valga per esempio il numero seicento cinquantaqiiattro , secondo che or qui è 
dello , questo numero si scriverà in tal guisa , 

6 centinaia , 5 dedne , 4 unità , 

ossia nell’ altra 

6 unità di 3 .° ordine, 5 unità di 2.0 ordine, 4 unità di i.° ordine. 

Dìppiù un migliaio di unità di primo ordine è composto di died centinaia , 
vale cioè una decina di unità di terzo ordine, che però dicesi unità di quarto or* 
dine, unità cioè delle dedne delle unità di terzo ordine. Laonde ad esprimere il 
numero settemila seicento cinqaanlaquattro , potendod servire della seguente 
scrittura 

7 migliaia , 6 cenliuaia , S decine , c 4 unità , 
potremo pure notarlo nella maniera che segue 

7 unità di 4° ordine, 6 unità di 3 ° ordine , 5 unilàdÌ2°ordìac,e4ua>làdii^ordiac. 
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Le àfre danqae i, 9, 3, ■..9 valgono altresì ad esprìm^e i nomeri miaori 
di dieciiDila. Con simili rìflessioni resterà ciò fermo in generale per un numero 
qual che egli siasi. 

3. Por altro lo scopo cui mirano gli aritmetid nel sostilnire delle cifre alle 
parole esprimenti i numeri , è di renderne semplice la scritturà ; or cortamente 

3 ucsto non si otterrebbe ove dovessero i medesimi esporsi nella maniern proce- 
entenienle indicala. Per la qual cosa si convenne fra gli aritmetici di togliere di 
mezzo le cifre quelle parole : unità, decine, centinaia, ec. ovvero le altre : nnità 
di i.° ordine, unità di 2.° ordine, unità di 3.° ordine, ec. in guisa die di più 
dfre situate le une immediatamente a fianco alle altre, si esprimesse un numero, di 
cui la prima cifra, a cominciare dalla destra, iic dinotasse le unità di primo ordi- 
ne, la seconda ne determinasse quelle di secondo ordine, la terza quelL> di terzo 
ordine, ec. progredendo cioè dalla destra alla sinistra la prima segnasse le sem- 
plici noità, la seconda le decine delle semplici nnità, la terza le centinaia ossia le 
decine delle decine delle semplici unità, ec. Si guardi la seguente tavola 



Ciò posto i numeri che precedentemente ci han serviti di esem^o potranno 
con molto più di semplicità segnarsi soltanto come segue 54 ; 654 ; 7654- 

4. Considerando ora attentamente la tavola, verremo io chiaro, potrni la me- 
desima dividere in classi, delle quali dascuna contenga solamente tre luoghi, cioè la 
prima composta sia di unità decine e centinaia di unità semplid, la seconda di unità 
decine e centinaia di migliaia , la terza di unità decine e centinaia di milioni , la 
quarta di unità decine e centinaia di bilioni , e cosi di seguito. Ove poi in un 
qualche luogo manchino o le nnità o le decine o le centinaia, sia della classe della 
nnità semplici , sia di quella delle migliaia , sia dell’ altra dei milioni ec; è solito 
adoperarsi la cifra 0. In tal guisa si manterrà inalterato il valore delie altre ci- 
freycome dagli esempii che più sotto soggiugneremo potrà rilevard agevolmente. 

5. Da quanto e detto finora senza veruna difficoltà potranno i giovani scri- 
vere ,0 leggere un numero dato qualunque ; peraltro intorno al pronunciare i 




nameri dorrà arverlìnii di prima partirne le cifre a tre a tre incominciando dalia 
destra , onde con piu di agerotezza conoscere le classi che essi contengono , • 
quindi imprenderne la lettura dalla sinistra progredendo verso la destra. Sia per 
esempio il numero 

734567088 

il quale, dividendo le cifre in classi, contiene la classe delie unità semplici, quella 
delle migliata , ed una terza dei milioni ; si pronuncierà dunque questo numero 
nel modo seguente : settecento trentaquattro milioni , cinquecento sessantasetls 
mila, e trentotto. Dippiù il numero 

30476921 I 10000720 

ai pronuncierà come segue : trenta quotrilioni , quattrocento settantasei trilioni , 
novecento ventano bilioni , cento dicci milioni , settecento venti. Finalmente pel 
nomerò 

3000042000867 I 0000000 


si direbbe : trecento quintilioni , quattro qnalrilioni , duecento trilioni , trentaiei 
bilioni , settecento dieci milioni. 

6. Dicemmo sopra (i)che una grandezza qualunque può misnrarsi per on' al- 
tra che sia della medesima specie , c che si abbia come unità di misura ; ad e- 
sempio un' altezza potrà misurarsi per una seconda altezza che rispetto alla prima 
dicasi uno , qual sarebbe un palmo, un piede, un metro, ec. Or se la grandezza' 
che si considera come ano , concepiscasi divisa io più parli uguali , e di queste 
alcone soltanto si prendano, avremo una grandezza minore delia unità, vale a dire 
nna frazione propriamente detta. Or silTatla operazione indicasi semplicemente 
con due numeri, di cui il primo dinoli in quante parli siiisi divisa la unità, e dicesi 
denomina/ore , l'altro rappresenti il numero delle parti che si son prese, e si ap- 
pella numeratore, il quale vuole scriversi sopra il ilenominatore , e vien dal me- 
desimo separato con una linea. In tal guisa ove si voglia esprimere numericamente 
Qn’ altezza minore di quattro , maggiore però di tre piedi , dividendo il piede', 
che è la unità di misura, in dodici parti uguali, e supponendo che la saccennala 
altezza sorpassi i tre piedi di sole cinque di quest.* parti, si avrà la espressione nu- 
merica dcH’ altezza medesima con 3 e la frazione — (cinque dodicesimi). 

7. I numeri dunque che da una o più cifre possono rappresentarsi , vo- 
gliono dividersi in interi e fratti , ed amendue diconsi razionati. Devesi peral- 
tro avvertire che anche altri numeri, i quali maggiori sono della unità, si nomi- 
nano , quantunque impropriamente , numeri frutti , per la ragione che essi an- 


cora presentansi sotto la forma di frazioni : ad esempio la espressione ( nove 

quarti) vuol dire che la unità dividesi in quattro parli uguali, e la grandezza che 

vien rappresentata dal numero ne conlieqe nove , la qual cosa ugualmente 

e eoo piu di proprietà si esprime dicendo, che quella grandezza uguaglia due u- 

nità cou una quarta partedella medesima, cioè ~ è uguale a 2 con la frazione ~ • 

4 4 

S. Mesta ora a dire della scrittura di quei numeri fratti che chiamansi de- 
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eimalt. DaHa convenzione per !a scrilfuradei numeri interi rireriladi sopra ( 3 ), 

ed adottata oniversalmente, chiaro apparisce che, andando da sinistra a destra, 
il valore delle cifre è dieci volte minore ; ad esempio delle cifre che indicano mi- 

§ liaia quelle che vengono dopo a destra segneranno le centinaia , ossia le parti 
ecime delle migliaia ; dippiù se dalle cifre die segnano le centinaia si passi. a 
quelle che sono più a destra , queste esprimeranno le decine di semplici nnilà , 
cioè le parli decime delle centinaia ; e così ancora le cifre che le semplici unità 
rappresentano si trovano a destra dopo qndle che ne sono dieci volte maggiori, 
dopo quelle cioè che segnano le decine. Ciò presupposto ora naturalissimo il ve- 
nir in mente agli Arilineliei di esprimere le parti decime della unità con cifre si- 
tuale a destra dopo le semplici unità, le parli centesime con altre poste a destra 
do|H> queste ultime , le mille sime con quelle messe a destra dopo le centesime, 
e così di seguito delle parli diedmillesime , centomillesime , milionesime , ec. 
separando però tutto il complesso delle cifre che indicano queste parli frazionarie 
da quelle che esprimono le intere unità con una virgola ; in tal modo il numero 

35 . 24 o 6 

dinoterà trenladnque unità, dne decimi della unità medesima, quattro centesimi, 
niun millesimo , sei diecimillesimi. Or egli è evidente che il decimo della unità 
equivale a dieci centesimi , un centesimo a dieci millesimi , no millesimo a dica 
diecimillesimi , ec... che però due decimi sono uguali a due mila diecimillesimi , 
quattro centesimi a quattrocento diecimillesimi : adunque il numero 

35 , a 4 o 6 

si pronuncia ancora così ; trentacinqne unità , e duemila quattrocento sei dieci- 
millesimi. 

9. Dai detto (8) agevolmente si pronuncieranno eziandio i numeri 

2, 023 ; o, 0026 

• • 

• 

dei quali il primo rappresenta due unità, niun dedmo, due centesimi, a tre mille- 
simi , quindi sì pronuncierà così ; due unità e ventitré millesimi; il secondo non 
ha unità intere , non ha decimi nè centesimi , ma solamente contiene due mille- 
simi e sei diecimillesimi , che però si dirà solamente veulisei diecimillesimi. 

lo. I tre numeri 35 , u 4 o 6 ; a , oaS; 0, 002C possono eziaudio dinotarsi 
come segue. (6) . ' 

aioli 23 26 

35 e , 2 e > 

10000 1000 loooo 

Donde chiaro apparisce che tutte le frazioni le quali hanno per denomina- 
tori nninerì decadici, e che con nom3 proprio die.onsì t/ec/Mia/i, vogliono scriverai 

Della guisa già indicata di sopra (8): ad esempio ie frazioni - , 

sono le stesse che le seguenti o, 7 ; o, o 3 ; o, 009. Una più distinta idea dei fratti 
tanto ordinarii che decimali si acquisterà allorché tratteremo delle loro principali 
proprietà , e delle operazioni che su i medesimi s' istituiscono. Ciò pertanto basti 
aver dotto intorno allo scrivere e pronunciare i numeri. 
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1 1 . Pria però di andar oltre fa d’ uopo avvitire ciò ebe dal fin qui detto 
può sema verana difficoltà rìlcratM , die cioè una data grandezza non potrà e- 
satlamentc rappresentarsi da numeri razionali , ove o la unità di misura esatta- 
mente non la divida , o divisa che sia siOalla unità io qualsivoglia parti uguali, 
non possa giugnersi a tali parti die accurata ne rendano la cercata misura ( 6 ). 

in tali circostanze aumentandosi sempre più il numero delle parli uguali in 
cui dividasi la unità , e per conseguenza diminuendosi di continuo queste parti 
medesimo , decresceranno incessantemente quelle porzioai della data grandezza, 
le qaali impediscono perchè le singole misure non risultino esatte. Per la qual 
cosa non curandosi di tali residue porzioni, per ciascuna delle succonnate misure 
otterremo diversi numeri razionali, i quali sebbene non rendano esatta la espres- 
sione numerica della data grandezza, ciò non pertanto alla medesima sempre mai 
si avvicineranno. SiOalta espressione alla quale i suddetti numeri razionali si oc- 
cMMlano sempre più di un qualunque altro delermioato numero razionale, comun- 
que piccolo , dnvesi rignaniare come limite dei medesimi , e numero irreaionale 
chiamasi. Dei numeri irrazionali ci verrà fatto altra volta di trattare più di pro- 
posito , gioverà non però averne in questo luogo detto alcuna cosa. 


CAPO II. 

DEI MDKEat IHTESI. 


la. Ad un numero qualunque aggiugneme un secondo vale lo stesso che 
far prendere al primo un incremento uguale al secondo : il numero poi che si ot- 
tiene per siffatta operazione chiamasi somma. I numeri che debbono fra loro som- 
marsi roglkmo essere omogenei, cioè della medesima specie {*). Dei numeri in- 
teri rappresentati da una soia cifra di leggieri potrà eseguirsi l' addizione a me- 
moria. 

Per quello poi che si appartiene tb numeri interi che si esprimono con più 
di nnn cifra , la somma si otterrà nel modo indicato dal seguente esempio. Vo- 
gliaosi aggiugnere insieme i quattro numeri 

SaAyS , 397, 96061, 4a* 

A conseguirne la somma si scriveranno primieramente gli uni sotto gli altri, 
avvertendo di dis|>orli in guisa che le unità del medesimo ordine si trovino in nna 

-u — 

(*) I numeri poimo eoneideraru in due miniere direrte : la prima i la tenuta Gnorà'da 
noi , non indicando cioè la ipecie di cow o di unità alla quale cui ti riferiaoooo , e coai di- 
conti Iiuaun aitraitii orvero ceunaodo La tpecie delle loro unità , come quando ti dice : due 
uomini , quadro alberi , lei palagi , re. ed allora li nominano tuunrn conereti. I numeri eon- 
cecti dicotui omogenei o dtila mtdttima tpteie , allorché rapprctcnlaoo collezioni di unità 
della nicdeiinia ipceie , quantunque aiflàUe uoilà ticno alcuna volta dì graodcxza diveraa » ad 
cacuipio a 5 ducati , l 5 carlini, grana tono numeri omogenei perchè quantunque ticno com- 
potti di unità di direna grandezza , etprimono però tulli moneta. Cliiamanti poi ounieri «le. 
logtnei o di divma tpecit quelli che rappretcnuno coUexigni di uniti di ipecic dttfcraric s 
coti 16 uomini, u 5 alhcri tono uumcri eterogenei. , 
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stessa colonna, quindi si oondnrrà nna linea, onde separarli dalla risaltante som* 
ma , la quale Torrà scriversi ai di sotto di questa linea. 



^ 

128978 


Cominciando admiqae dalla colonna delle unità dicasi * 8 aggiunto a 7 dà 
|5 , i 5 ad I dà 16 , IO a a dà 18 , dall' aggingnere pertanto insieme le scm* 

S iici unità si è ottenuta nna decina ed otto di silTaUe nnilà. Che però segnando 
nel luogo delle unità ritengasi la dedoa onde sommarla con le altre poste alla 
seconda colonna dicendo : i aggiunto a 7 dà 8 , 8 a 9 dà 17 , 17 a é dà 28 , 
a 3 a 4 dà 27 ; si ottengono cioè due centinaia e sette decine. Notando quindi 7 
al luogo delle decine, trasmctlansi le due centinaia alla seguente colonna che e 
quella delle centinaia dicendo : 2 aggiunto a 4 dà 6 , 6 a 3 da 9. Ponendo 9 
al luogo delle oentmaia si progredisca alla colonna delie migliaia , e si avrà 2 
aggiunto a 6 ugnale ad 8. Segnando 8 al luogo delle migliaia si passi alle de- 
cine delle migliaia ; la essendo la somma di 3 e 9 , si avrà un solo centinaio di 
migliaia e due decine di migliaia. Scrivendo dunque 2 ed i nei proprii luoghi 
( 5 .° e 6.°} si conseguirà la cercata somma dei quattro numeri dati, la quale sarà 
128978. 

iS. Là regola dunque generale per sommare i numeri interi può esprimersi 
con la seguente proposizione. Avendo teriùo i numeri da sommarsi intieme nel 
modo sopra (12) indicato, i numeri di eiasemns eo/omta, eominciando dalla 
destra si sommino fra di loro riguardandoli come unità , se la somma che 
guindi si Otterrà non sorpassa g , scrivasi l <tta intera sotto la medesima 
colonna , ove poi questa somma contenga delle decine , scritte le sole u- 
nità sotto quella colonna, trasmettansi alla seguente altrettante unità quante 
sono queste decine onde sommarle con le altre che quivi si trovano ; fi- 
nalmente eseguita la somma nella colonna ultima , scrivasi questa somma 
tal quale risulta tlaila operazione. La ragione dell' operare in siOatla guisa 
conseguita dal perchè, mentre da una colonna qnalnnque si progredisce all’altra 
che segue verso la sinistra , i valori delle cifre nel loogo susseguente debbono te- 
nersi per dieci volte maggiori di quelli delle altre che trovansi nel luogo prece- 
dente. 1 seguenti esempi! potranno servirci di esercizio. 

7S()i . fi<> 9 Ì 7 4 t >49 

34^ 4 t' 74 'i 928 

8028 182684 929S 

16229 246878 14^78 

i4. Da nn numero qualunque solU-arne un altro è T isfesso che assogget- 
tare il primo nomero, che dicesi minuenlo, ad nn decremento uguale al secondo, 
che chiamasi sottraendo : al numero poi che da sàlTalla operazione risulta si dà 
nome di differenza, orvero di residuo. Donde chiaro apparisco che il residuo è 
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un tal oamero, al qaale agginato il sottraendo si otterrà il minoeodo. È iontile 
r arrertire che cotesti nameri debbono essere della medesima specie ; dippià che 
quante Tolte i numeri interi sieno di una soia cifra e rogliano sottrarsi da altri 
simili , la sottrazione è agerole ad eseguirsi a mente. 

Per quanto poi si attiene alia sottrazione dei numeri interi composti di più 
di noa afra, il nomero sottraendo si scrirerà sotto il numero minuendo aTverten> 
do di notare le unità del medesimo ordine le noe sotto le altre ; quindi condotta 
otta linea , si oominceranno a sottrarre le uoilà semplici dalle unità semplici , le 
decine dalle dedne, le centinaia dalle centinaia, e cosi di seguito , notandone i 
singoli residui sotto la linea nei proprii luoghi. In tal guisa si ottenà la diSerao* 
za dei due numeri dati. Vogliasi ad esempio sottrarre il numero 3 io 4 dall' altre 
167896 ; scrÌTasi il primo sotto il secondo nel modo che qui ù tede: 



364791 


Condotta poi la linea dicasi : da 6 tolto 4 resta a ; da 9 tolto 0 resta 0 ; 
da 8 tolto I resta 7 ; da 7 tolto 3 resta 4 > Or perdiè dalle due ultime cifre 6 , 
2 del numero minuendo ninna cifra sotlrar ù deve , farà d' uopo scriverle imme* 
dialamentc dopo i parziali residui a , 9 , 7 , 4 > ù avrà quindi per la cercata 
differenza 264792. 

1 5 . Accadendo spessissimo che alcuna delle cifre del numero sottraendo non 
possa Sottrarsi dalla corrispondente nel minuendo , per la ragione che questa è 
minore di quella , la regola da tenersi in questo caso è la seguente : la minora 
«fra si aumenterà di dieci unità le quali si prenderanno dalla cifra che immediai< 
tamentc la seguo a sioistra: per la 4 }oal oosa dovrà questa nel seguito della 
operazione giudicarsi come diminuita di noa unità ( 3 ). Debba per esempio da 
368 1 sottrarsi 2974* 

358 1 

3974 

607 

La cifra inférìore 4 non potendo sottrarsi dalla superiore t, aggiugnendo a 

3 sesta dieci unità , si dirà: da 11 tolto 4 resta 7. In seguito dalle otto decine 
le nel minuendo seguono' immediatamente , dobbiamo toglierne una per ragio* 
ne delle dieci unità aggiunte ad i: quindi da 7 tolto 7 resta o. Andando innan- 
zi nella sottrazione, poidiè da 5 non pnò togliersi 9 , si aggingneranno di bel 
oooTo al 5 dieci unità , che però da i 5 tolto 9 resterà 6. Togliendo ora un mi- 
gliaio da quelle Ire che nel minuendo vengono indicale dalla ultima sua cifra 3 , 
per compensare cosi le dieci centinaia agginnte alle segnate dalia penultima ci- 
fra 5 , si dirà; da 2 tolto 2 resta 0; quiodi la cercata differenza sara 607. 

16. Un tal modo di operare , ove unoo più zeri conseguitano quella cifra 
■i^iheativa ebe devesi anmeulare di dieci unità, ba bisogno di una particolare 
rillrssionc. Imperocché allora dalla cifra signifkaliva die vieu dopo tutti gli zeri 
dovrà prendersi una unità ; or questa unità trasportata immediatamente al luogo 
dell ultimo zero , quivi avrà il valore dì dieci ^ allora da questa decina prende- 


Digitized by Google 



rasBÌ ana nnìtà die si trasporterà al luogo del pennltimo zero ,’doTO parimenti 
varrà una decioa ; e cosi di segaito , fiodè si giunga alla cifra che dcresi far cre- 
scere di dieci unità. In siifatta guisa la cifra, la quale precede gli zeri, si aumen- 
terà di died unità , tutti gli zeri si cangeranno in ^ , e la cifra che immediata- 
mente vien dopo questi zeri si diminnirà di una unità. Eccone un esempio 

? oooa 
0495 

89607 

Non potendo togliere le dnque unità del sottraendo dalle due del minoen- 
do , dicasi: da la tolto 5 resta 7; quindi da 9 tolto 9 resta 0; da 9 tolto 4 re- 
sta 5 ; da 9 tolto o resta 9'; da 6 tolto 3 resta 3 . Questo metodo si spiega anco- 
ra bene nella seguente maniera: nell’ esempio, dalle 2 nnità del minuendo non 
potendosi sottrarre le 5 del sottraendo. Si prendano io unità dalle 70000 espres- 
se dalla cifra significativa 7, resteranno 69990 unità; unendo dunque le dieci 
unità già prese alla cifra 2, il numero 70002 si troverà decomposto nei due 
69990 e 12, e togliendo da quest' ultimo le 5 unità , avremo 7 pel residuo del- 
le unità. Or per siffatta operazione , la quale ha lasciato nel mmoendo 69990 
unità, ovvero 6999 <lrcinc, invece delle 7000, si sostituiscono ai tré zeri altrettan- 
ti 9 , e si diminuisce di una unità la cifra significativa 7, la quale è la prima che 
dopo gli zeri s' incontra verso la sinbtra ; quindi sarà facile ottenere il restante 
residuo nel modo or ora indicalo. 

17. Dal detto (i 4 > i 5 . 16) conseguila la regola gmerale per la sottrazione 
dei numeri interi , la quale viene espressa dalla pro|i08Ìzione seguente. Accn-^o 
situato il sottraendo sotto il minvendo in modo eh» U unità del medesimo 
ordine ai U'ovxno nella stessa colonna , e condotta la linea, onde separare 
questi numeri dal residuo , si toglierà auceessicamentc in ciascuna colon' 
na , cominciando dalla destra, il numero inferiore dal superiore ; ove ciò 
non potrà eseguirsi , si accrescerà la cifra superiore di to unità, conside- 
rando la prima cifra significativa , che le vien dopo a sinistra , come dimi- 
nuita di una unita , e riguardando gli zeri intermedii , qualora s’ incontri- 
no, come altrettanti g. l^one degli esempii per esercizio. 


16844 

io 3 o 34 

4 q 8 12002 

9786 

69845 


7068 

33189 

30887019 


18. (iioverà ora dare una idea della ripruoea che suol farsi talvolta si dell'ad- 
dizione, come della sottrazione. Avendo fatta l'addizione di più numeri, dalla loro 
somma totale si tolgano successivamente Tana dopo l’altra le somme parziali, quella 
cioè di tutte le semplici unità, l'altra di tulle le decine, quella d^ntte le centinaia, 
ec... Chiaro appansce che, ove quella operazione sia ben eseguita, nulla dovrà re- 
stare dopo le indicate sottrazioni, le quali per più di agevolezza sarà bene incomin- 
ciare dalla sraislra. Così per istituire la ripruova saH’addizione eseguila sopra ('2). 
dalle 12 decine di migliaia della somma totale si toglierà primieramente la somma 
12 delle decine di migliaia contenute nella prima colonna a sinistra ; nieutu rima- 
lo/. /. 3 
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Bendo per residoo, ù sottrarrà dalle 8 migliaia della somma totale la somma 8 
delle migliaia contenute nella seconda colonna; qui ancora niente rimanendo si pas* 
■era tosto a sottrarre dalle 9 centinaia della somma totale le 7 contenute nella terza 
colonna , il residuo sarà 2 ; mettendo quindi al fianco del medesimo le 7 decine 
della somma totale, se ne avranno 27, dalle quali togliendo la somma 26 di quel- 
le contenute nella quarta colonna, si otterrà per residuo i ; ponendo da ultimo al 
fianco di questo residuo le unità della somma totale , si otterrà i8 , da coi sot- 
tratta la somma delle unità contenute nella quinta colonna , per ultimo residuo 
rimarrà zero. Donde conchiudesi che quell’ addizione era ben eseguita. 



Somma totale 128978 


Somma 

parziale 


delle decine di miglitùa la 


8 

delle migliaia .8 

9 

delle centinaia 7 

27 

delle decine 20 

delle unità 18 

00 


Per la ripruova della sottrazione basterà aggiugnere il residuo al sottraendo, 
ore la somma di questi due numeri risulti uguale al minuendo , sì avrà un indizio 
certo che la sottrazione è ben eseguita. Per darne un esempio, si aggiunga il re- 
siduo 264792 della sottrazione eseguila sopra (i4)al sottraendo 3 io 4 , la somma 
sarà 267896 uguale al minuendo . 

267896 

3 io 4 


Residuo. . . . 264792 
Sottraendo ... 3 io 4 


Somma 0 Minuendo. 267896 

Dal detto nel presente numero è evidente che la ripruova dell’ addizione si 
esegue per mezzo aella sottrazione , e quella della sottrazione per via dell' ad- 
dizione. 
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ig. Moltiplicare an nnmero qoalonqne per tm altro , vale lo stesso che as- 
soggettare il pnmo Damerò a quella operazione medesima, cui assoggettasi la uni* 
ti perchè si ottenga il secondo. Questa definizione della moltiplicazione essendo 
generale , vale di qualunque sorta sieno i numeri che si moltiplicano fra loro o 
interi o fratti , come a suo luogo si farà chiaro. Per dichiararla riguardo ai no- 
meri interi, dei quali al presente trattiamo: moltiplicare un numero intero per un 
altro intero, vale lo stesso che aggiugnere tante volte il primo numero a se me- 
dewmo, quante volte la unità deven aggingnere a se stessa perchè si abbia il se- 
condo. Così il unmero i6 si moltiplicherebbe per 4 con la segucute addizione 

i6 

i6 

i6 

i6 

con aggiugnere cioè tre volle t6 a se medesimo , altrettante essendo le volte che 
a se stessa la unità aggingner si deve onde ottenere 4- Adunque ogni volta che i 
numeri da sommarsi sono fra loro uguali , 1’ addizione prende il nome di molti- 
plicazione , giacché la somma trovasi allora composta di uno di questi numeri 
tante volte ripetuto quanti sono quei che insieme si vogliono qggiugnere. Il nu- 
mero che si ripete chumasi moltiplicando^ quello che indica le volte che si ri- 
pete dioesi moltiplicatore , finalmente appellasi prodotto il risultato della opera- 
none rispetto al quale il moltiplicando ed il moltiplicatore, con comune vocabolo si 
nominano fattorii*). Or di (Ine numeri interi di una sola cifra, la moltiplicazione 
è agevole ad eseguirsi scrivendo uno dei due nella medesima colonna verticale tan- 
te volte quante unità si contengono nell' altro per quindi farne la somma , che 
sarà il prodotto cercato, come dal detto può facilmente argomentarsi. Ma perchè 
siffatti prodotti si rendano familiari ai principianti , basterà tenere sott' occhio la 
seguente tavola , la quale dicesi Pitagorica dall’ essere comunemente attribuita a 
Pitogora. 


(*) Nella moltiplicatione dei ooiDcri concreti il prodotto i sempre della alena specie del 
moltipli'-ando , ed il moltiplicatore la fa Ha numero aairalto. Ad earapio rolcndo conoteere il 
costo di 7 tomoli di (;raiio al pn-zto di ducali 3 per ciascun tomolo, ai moltiplicherà 3 per 
7 , ed il prodotto esprimerà ducali come il moltiplicando 3, perché quanlur^ue il moltipli* 
calore 7 é pur esao un numero concreto , nondimeno qni aerve ad indicare soltanto che il nu* 
m>To 3 deve esKrc ripitulo 7 volte. Quindi la moltiplicazione di due numeri coocrili della 
niedetima specie non mai potrebbe eseguir*!, perché il produUo non avrebbe alcun signì^cato. 
Vorrà peitanlo ecceltuar«i il caso in cui sì dovrebbe misurare un campo, una strada* una la« 
vola * o un obbicUu qualunque esteso , perché simili misure si efTettuano col moltiplicare fra 
loro i due numeri concreti iiella stessa specie indicanti la lunghezza e la larghezza del campo, 
dtlla strada I della tavola , oc. come- si spiegherà io Gcofflelrìa» 

• 
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20. La formazione di qnesta tavola vico descritta dal Lacroix nella sna Arit- 
metica ad (in dipresso come segue. Si scrivono primieramente sopra nna medesimti 
linea orizzontale i numeri i , 2 , 3 , . . . 9. Si aggin^e quindi ciasenno di 
questi numeri a se stesso, scrivendo le somme aldi sotto dm medesimi in un’altra 
linea situala allo sles«) modo che la prima ; questa seconda linea si troverà allora 
conij osta <l< I do|ipiu di ciascun numero della prima, ossia del prodotto di questo 
numero per 2. Inoltre ciascun dei numeri della seconda linea si sommi col corri- 
spundcule nella prima, e le somme si adattino nella medesima guisa sopra di una 
terza liuea, la quale conterrà perciò il triplo di ciascuno dei numeri della prima, 
ovvero i loro prodotti per 3. niediante 1 addizione dei numeri della prima linea 
con qnelli della terza si formerà la qnarta , che conterrà il unadruplo di ciascun 
dei numeri della prima , vale a dire i prodotti di questi per 4. ; e cosi di seguito, 
fino a tanto che non si pervenga alla nona linea, la quale contiene i prodotti dà 
nuojcri della prima per 9. 

2 1 . Ben intesa la formazione della tavola sarà facile comprenderne l’oso. Che 

Ì icrò ove si debba moltiplicare 8 per 7 , si cerchi primieramente nella supcriore 
itiea orizz mtalc una delle due cifre proposte , ad esempio 8 , quindi si pa»i a 
cercare dell’altra 7 nella prima linea verticale ; allora dalla cifra 8 discendendo 
verticalmente fìnchè si giunga alla linea orizzontale dove ritrovasi 1' altra cifra 
7 , si rinverrà il numero 56 , il quale sarà il prodotto che si addimaodava. 

L’ istesso prodotto 56 si sarebbe trovato nella tavola pitagorica qualora si 
fosse cercato nella snperiore linea orizzontale la cifra 7 , e nella prima verticale 
la cifra 8 ; infatti dalla cifra 7 discendendo verticalmente 6no alla linea orizzon- 
tale nel coi principio sta situata la cifra 8 , s’ incontra il numero 56 . Da qui sta 
semplice riflessione conseguila che il prodotto di un numero per nn altro rimane 
lo stesso preudenJo per moltiplicando il moltiplicatore , e per moltiplicatore il 
luolliplicando. Per darne una dichiarazione più generale , sia da moltiplicarsi 3 
per 5 : disjKiniamu in una linea orizzontale le unità contenute nel numero 5 , c 


Digitized by Google 




i 3 

sogniamo al di solfo altre duo somiglionli linee , li Iroveranno cosi disposte nel 
quadro che seguo tutte le unità contenute nel iS che è il prodotto di 3 per 5 . 

Itili 
Itili 
I l I 1 I 

Ora è chiaro che contando le lince orizzontali , il quadro risulta dal 5 ri- 
petuto tre volte , e contaudo le linee verticali il quadro medesimo risolta dai 3 

/•ipetulo cinque volle. . , . , , •• •. 

22. Diciamo ora della moltiplicazione di un numero intero composto di piu 
di una cifra per un altro di una sola cifra. Posto il moltiplicatore sotto le unità 
del moltiplicando , ad esempio ^ sotto le unilà di SzS, ove quMto per quello 
moltiplicar si volesse, e tirata una linea forminsi successivamente i prodotti delle 
unità di ciascun ordine del moltiplicando per il moltiplicatore disponendoli come 


7 

368 a 

11 prodotlo di 7 per le 6 unità del moltiplicando à4z ; si segnerà dunque 
sotto laWa al luogo delle unità il solo 2 ritenendo le quattro decine Mraggiu- 
cncrle alle altre che in seguito si troveranno. In secondo luogo il prodotto di ^ 
Mr le due deeme del moltiplicando è i 4 .al quale unendo le 4 decine precedente- 
mente ritenute, se ne otterranno i8 ; notando quindi le 8 unita di decine al pro- 
prio luogo, ritengasi il centinaio onde unirlo alle altre 35 , che si hanno mollipli- 
^do 7 per le 5 centinaia del molUplicando ; il prodotto ^nque di 526 per 7 
sarà 3 o 8 a. Notisi qui che se il moltiplicando termini con uno o più zen basterà 
incominciare la operazione dalla prima cifra signiOcaliva , ponendo infine accanto 
al prodotto a destra tanti zeri quanti ve ne ha nel moltipriMudo. Da ultimo per 
riguardo a qualche zero posto tra le cifre significative del moltiplicando , non 
avendosi por esso verun prodotto , dovremo segnare zero q^ualora niente siasi nte- 
nulo del precedente prodotto. Il detto finora si esporrà chiaramente con la pr^ 
posizione che segue. Per moltiplicare un numero intero eompotto dt piu 
cifre per un altro di una sola cifra , si porrà il moltìplicat^e sotto le 
unità del moltiplicando, e condotta una linea al dt sotto dei medesimi, ondo 
separarli dal loro prodotto , cominceranno dalla destra a moltiplicarsi sue- 
eessivamente le unità di ciascun ordine del moltiplicando per il moltipli- 
catore; ciascun prodotto si scriverà tutto itttero ove non sorpassi nove , e 
contenendo delle decine , queste si riterranno per unirle al prodotto se- 
quente ; giunti poi alla ultima cifra del moltiplicando , si noterà sern- 
pre tutto intero il prodotto della medesima per il moltiplicatore aggiu- 
gnendovi il di più che si sarà ritenuto del prodotto precedente. Gli esempli 
che seguono ci serviranno di schiarimento maggiore. 

q 56 8200 7012 80970 

6934 
5786 73800 35 o 6 o 328880 
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23 . Si TOglia adesso snpporre che il moltiplicalore ancora sia nn namero 
composto di piò cifre. B per cominciare da! caso piò semplice, sia io questo numero; 
■' intenderà tacilmente che per moltiplicare un qaaianqne namero pel dato nn< 
mero io , basterà aggingnere nel primo , che e il moltiplicando , nn aero dalla 
parte destra. Infatti dorendo questo moltiplicando nel moltiplicarsi per io acqui* 
stare un valore dieci volte maggiore , dovranno per conseguenza in esso le unità 
cangiarsi in decine, le decine in centinaia, le centinaia in migliaia, eo: Or questo 
ri ottiene aggiugnendovi a destra un zero ( 3 ). Dunque ec. Per la ragione medesi- 
ma ri moltiplicherà nn numero qualunque per loo aggiugnendovi a destra due 
zeri ; giacmè col mettervi un zero solo diventerebbe dieci volte maggiore , e con 
l’aggiugnervi il secondo diventerebbe maggiore altre dieci volte , sarebte cioè 
dieci volte dieci, ossia cento volte maggiore, moltiplicato quindi si troverebbe per 
100. Continuando siffatti ragionamenti verremo in chiaro della seguente proposi- 
zione. Secondo il nostro sistema di numerazione la moltiplicazione di un mi* 
mero per io , loo , looo , ec. si effettua scrivendo a destra nel moUipU- 
eando tanti zeri quanti ne contiene il moltiplicatore. 

24. Dal detto si rende ancora agevole la moltiplicazione allorché nel molti- 
plicatore la cifra significativa seguitala da uno opiù zeri sia diversa dalla nnìtà.Àd 
esempio se si voglia moltiplicare il numero 764 per 20,0 per 200, o per 2000, ec. 
i numeri 20, zoo, zooj, ec. esprimendo z volte io, z volte 100, z volte 1000, ec. 
si moltiplicherà il proposto namero 764 prima per z (zz), e quindi nel prodotto 
i 5 z 8 si porranno a destra uno , due , Ire , ec. zeri , quanti ne contiene I’ altro 
fattore ( 23 ). L’ istesso si praticherà in generale per una qualunque altra cifra si- 
gnificativa diversa da z , come vien espresso dalla sottocennata proposizione. 
Ihio un moltiplicatore che abbia una cifra significativa qualunque aveth 
te a fianco un qualsivoglia numero di zeri, si moltiplicherà in primo luogo 
il moltiplicando per la cifra significativa, e nel risultante prodotto a destra 
si porranno altrettanti zeri quanti ve ne ha nel moltiplicatore. . 

z 5 . Possiamo dal detto finora (22. z 3 . z 4 ) rilevare il metodo da s^;uitsi nel 
fare la moltiplicazione, qualunque siail moltiplicando ed il moltiplicatore. Sia infatti 
564 il moltiplicando, c 249 il moltiplicatore, scrivendo l'uno sotto dell’ altro nel 
modo che qui si vede 


564 

249 

6076 

2256 

1128 


i 4 o 436 

c conducendo la solita linea , si moltiplicherà primieramente tutto il 564 por 9 , 
segnando immediatamente sotto la linea il prodotto SoyG ; si passerà quindi a 
moltiplicare il medesimo 564 per 4 notando f altro prodotto 2206 sotto il primo, 
in modo però che la prima cifra 6 cada al luogo delle decine ; finalmente 
il moltiplicando 264 dovrà moltiplicarsi per la rimanente cifra 2 del moltiplica- 
tore scrivendo il pròdotto 1128 sotto i primi due , avvertendo di farSbdcrela 
prima cifra 8 al luogo delle centinaia. Posto ciò si tirerà una seconda linea sotto 
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- i tre prodotti onde ottenerne la «omma, la quale essendo i 4 o 436 , tale sarà pure 
il cercalo prodotto di 564 per a 4 g- La ragione dei così operare si renderà diiara 
pel seguente raziocinio. Moltiplicare 564 per n 4 g vale lo stesso che ripetere g 
volte, piò 4 o volte, più zoo Tolte il numero 564 ; sicché la indicata moltiplicazioi 
ne ri mvide in altre tre, nelle quali il comune moltiplicando è 564 ed i moltiplicar 
tori sono 9 , 4o , noo ; adunque i tre prodotti risultanti da siffatte moltiplicazioni 
preri inrieme debbono formare il prodotto di 564 per 24 g. Ma 564 moltiplicato 
per g dà 6076, moltiplicato pm per 4o dà 32660 , moltiplicato infine per 200 dà 
112800; adunque sommando insieme i tre numeri 5076, 22660, 112800, come 
qui scorgeri 


6076 

3a5oo 

112800 


i4o436 

la soqypa i 4 o 436 sarà il prodotto di 564 per 24 g. Ma il medesimo risultato ri 
sarebflPottenulo, qualora nello scrivere i prodotti parziali, onde insieme sommar* 
li, tralasciati si fossero gli zeri, situando per altro le rimanenti cifre al proprio Ino* 
go , lo che toma allo stesso che sopra per noi è stato operato; quindi ec. Pel fat- 
to ragionamento applicabile- a qualsivoglia moltiplicazione, nella quale il moltipli- 
cando ed il moltiplicatore sono numeri compili di piu cifre , potrà in generale 
stabilirsi la proposizione. Dati due numeri di piu cifre da moltiplicarsi uno 
per r altro , pongasi primieramente il moltiplicatore sotto il moltiplicando 
per modo che le cifre dello stesso ordine si corrispondano; quindi condotta 
una linea sotto i medesimi, forminsi i prodotti di tutte insieme le cifre del 
moltiplicando per ciascuna cifra del moltiplicatore , avvertendo di comin- 
ciare sempre nell'uno e nell altro dalle cifre che sono a destra; siffatti pro- 
dotti posti sotto la linea in serie discendente, ed in guisa che la prima 
cifra di ognuno di essi cada al luogo delle unità di quell ordine al quale 
spelta la cifra del moltiplicatore per la quale operata si è la moltiplicazione, 
ove insieme si sommino, somministrano il prodotto dei due proposti numeri. 
Eccone gli esempii. 

824 

59 

7416 

4i20 

48616 


3 o 45 

g648 

267 

5 i 37 

2 t 3 i 5 

67536 

18270 

28044 

6ogo 

g648 

48240 

8 i 3 oi 5 

4 g 56 i 776 


26. Daremo termine alla teoria della moltiplicazione dei numeri interi con 
le seguenti riflessioni. La prima, che immediatamente conseguita dal detto sopra 
(22. 24), è che ove i due fattori sieno terminati da zeri, si moltiplicheranno ira 
loro le sole cifre significative, ed al prodotto si aggiugneranno a destra gli zeri 
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tralasciati neU' ano e neU* altro. Sia da moltiplicarsi 37800 per 84(0 > s> molti' 
plicherà prima 878 per «4r come segno 

378 

24.1 


378 

iSia 

7S6 


91098 

ed al prodotto Q1098 si aggingoeranno a destra tre zeri perchè si abbia il vero 
prodotto 91090000. L' altra è che occorrendo tra le cifre sigaiGcatire del molti- 
plicatore uno o più zeri, potranno essi trascorars! perdiè non danno alcun prodot- 
to; converrà per altro avvertire di scrivere al proprio luogo la cifra delle unità 
del prodotto risultante dalla cifra significativa che viene dopo questi zeri. Gli 
esempii segnenti ne agevoleranno l' intendimento. ^ 


9486 

466 


210S 

1002 


■ 

i—a 1 


28458 

982 

• 

9486 

466 


18972 

466982 

• 

19949058 

- 



27. Dividere nn numero qnalnnque per tin altro, vale lo stesso che cercare 
nn tefto numero per coi moltiplicando il secondo si ottenga il primo ; donde si fa 
chiaro che dato essendo nn qualsivoglia prodotto con oho dei dne suoi fattori , 
la divisione ci condurrà a conoscerne il secondo. Il prodotto dato , il nnmero 
cioè che deve divider» , si chiama dividendo., il fattore dato, il numero cioè por 
cui deve farsi la divisione , appellasi divisore, od rt fattore cercato , il numero 
cioè pel quale moltiplicato il divisore si acquista il dividendo, si nomina quozien- 
te , ovvero quoto. 

Per esemplificare siffatte cose nei numeri interi , dei quali solamente ci oc- 
culleremo per ora , sia dato il prodotto 64 con uno dei suoi fattori , per esempio 
4 , la divisione c'insegnerà a trovare il »'Condo fattore 16, ed in questo caso 64 
sarà il dividendo, 4 u divisore , 16 il quoziente. Or un prodotto di due fattori 
risulta per uno di essi tante volte ripetuto quante sono le unità contenute nell' al- 
tro (19) ; quindi ancora il 64 forracrassi pel 4 ripetuto 16 volte ; la divisione a- 
dunque clic ha per oggetto il trovare quest' ultimo numero, servirà pure a farci 
conoscere che io volte il divisore 4 è contenuto nel numero dividendo 64 (*j. 


(*) PoMiamo ora fare aìcunc riflessioni inforno alla diviitonc dei nameri concreli miilor- 
ini alle già falle nella noia deJ numero 19. Nella diviaiooe dei numeri concreli po»*ono con- 
aidcrarsi due casi. Il primo cl>e il quoziente esprima unità dv.Ua medesima clic quille 

dii dividendo) c eoa ciò il divisore) il quale ntcvssariamcntc sarà cooipotlo di unità di di* 
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■ 28. la generale adunque la d'maione serve a farcì venire in cognizione del- 
le quante volte il divisore è contenuto nel dividendo ; or per tale ricerca sarebbe 
suiiicicntc la sottrazione. Infatti se si vuoi sapere quante volte il 64 contiene il 4< 
altro non deve farsi che sottrarre 4 da 64 quante volte Ha possibile , e perchè 
dopo i6 sottrazioni di 4 da 64 nulla rimane per residuo, si conclude che i6 vol- 
te d 4 è contenuto in 64 > Questo metodo per altro di ripetere la sottrazione per 
ottenere il quoto non è praticabile allorché il dividendo contiene un gran numero 
di volte il nivisore , e fa d' uopo servirsi di un compendio analogo a quello della 
moltiplicazione.' Di questo compendio pertanto parleremo nei seguenti parngrali; 
intanto per quel che è detto sopra (ig) , c per ciò che precede, ognuno potrà ri- 
levare quanto sia vero ciò che dai matematici comunemente si asserisce, che cioè 
la divisione è opposta alla moltiplicazione, nella medesima guisa che la sottrazio- 
ne si oppone all' addizione. 

2g. Se come il dividendo , così pure il divisore fossero numeri di nna cifra 
sola , la divisione si eseguirebbe senza la menoma dilficoltà con pochissime sottra- 
zioni fatte a mente del divisore dal divìdendo; così 8 diviso per 4 dà per quoto 2. 
Ove poi il dividendo non potesse esattamente dividersi pel divisore , vi sarà un 
ultimo residuo minore del medesimo divisore , e per quoziente si avrà un nninoro 
intero con una frazione avente per numeratore il residuo ultimo , e per denomi- 


natore il divbore ; così 9 diviso per 2 darebbe per quoto 4 non la frazione , 
giacché 4 Tolte il 2 è contenuto in 9 e resta 1, il quale residuo essendo la me- 
tà del divisore dovrà esprìmersi nel quoziente per (6); così ancora dividendo 
8 per 3 sì avrebbe per quoziente 2 con la frazione — , perchè 3 in 8 si con- 
tiene 2 volte e resta 2 , questo resto esprìmendo due terze parti del divisore si 
scriverà nel quoto . Queste frazioni sogliono scriversi a destra yicino alla parte 
intera del quoziente in questo modo 4 — ’ ^ "3 ' 


3 o. Se mai il divisore è di una sola cifra , e il dividendo di due cifre , ma 
minore del divisore preso dieci volle , minore cioè del divisore seguilo da uuo 
zero (zS) , bisognerebbe eziandìo ricorrere al metodo della ripetuta sottrazione. 
Ma c in questo , e nel caso del numero precedente la divisione potrà facilmente 
elfelluarsi con la tavola Pilagorica, nella quale sì cercherà quel numero ebe mol- 
tiplicato pel divisore dia il dividendo. Ad esempio debba dividersi per 6 il numero 
54 , essendo 54 minore di 6 moltiplicato per io , cioè di 60 , si farà uso della 
succennata tavola Pitagorica cercando nella 8U|>crìorc linea orizzontale della me- 
desima il divisore 6 , da cui discendendo verticalmente s' incontrerà il dividendo 


Tena «pccie , la hrk da numero attratto. Il tecondo che tl diviaore aia della medeairoa apecie 
del dividendo , ed allora il qiioaiente sarà tempre un numero attratto. Ad cacmpio te cou ai 
ducati ti tono comprati 7 tomoli di grano, per conoscere il cotto di eitteun tomolo bisogocri 
diriderc ai per 7, con clic il quoaicnte 3 e*primerà ducati come il divìdendo: il diviaore per- 
tanto prenderà figura di numero aMrallo, perchif la oprmiionc ridncesi a conotccre qual é quel 
Dumero di ducati clic ripetuto 7 volte , quanti cioè tono 1 tomoli di grano , di la somma dei 
ai ducati. Ma ove con ai ducali si voleste comprare del grano a ducati 3 il tomolo, per co- 
noscere il numero dei tomoli die si possono acquistare faii d* uopo ^dividere ai ducali per 3 , 
cioè il diviaore sarà un numero concreto della >pccic medesima del dividendo , ebe però il 
quoto 7 aari un oumero astrailo , esprimerà cioè il ouinero delle volte ebe 3 ai oootieiie io ai* 

rou. 4 
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54 posto nella ultima linea orizzontalo , la cifra 9 posta al principio di questa 
linea sarà il cercato quoziente. iNoo essendo però tulli i numeri esattamente di- 
visibili per altri , spesse fiate avviene che il dividendo non si trova nella tavola ; 
cosi se per 7 volesse dividersi il numero 46 « discendendo dal divisore 7 posto al 
principio della settima colonna verticale non mai s’incontrerebbe il dividendo 46, 
il che vuol dire che questo numero non può csattameute partirsi per 7 ; per altro 
in (|ucsto caso fermandosi al 4^ che è il numero minore che più si appressa al 46, 
e rivolgendosi al principio della linea orizzontale in cui si giace , si troverà quivi 
la cifra fi ; che però si dirà che 7 in 46 è contenuto 6 volte, o vi restano 4 unità, 
essendo 4 la differenza tra il 4o ed il 4z ; quindi il quoziente di 46 diviso per 

7 sarà 6 ~ {29). 

5 1 . Sia ora il dividendo un numero nualanqnc di più cifre, e il divisore sup- 
pongasi ancor per poco di una cifra sola. Vogliasi ad esempio il nnmero 741 di- 
videre per 3 , lo operazione si dovrà eseguire nella seguente guisa 



i 4 


12 

21 

21 

00 

J’oslo accanto al nnmero dividendo 74 < a sinistra il divisore 3 , frapponen- 
dovi una linea, s'imprenda la divisione del dividendo medesimo dalle cifre che sono 
u sinistra ; e poiché 3 è contenuto nella prima 7 2 volte, scrivasi 2 a destra dopo 
il dividendo con interporvi una seconda linea , il prodotto di 2 pel divisore 3 , 
che è 6 . si sottragga aa 7 , rimarrà i per residuo , al quale sì appressi la cifra 
4 , che nel dividendo vico dopo immediatamente la cifra 7 già divisa; e poiché 3 
entra in i 4 4 volte, si noti 4 accanto al 2 verso la destra, il prodotto-di 4 per 3 
ugnale n i2 si sottragga da i4, il residuo sarà 2, al quale sì appressi la ultima 
cifra I del dividendo ; e perchè 3 in zi si contiene 7 volte, sì segni 7 dopo il 4 , 
ed il prodotto di 7 per 3 , che è 2 1 , sì sottragga da 2 1 ; niente rimarrà. Adunque 
il cercato quoziente sarà 247. La ragione della descritta operazione è evidente; in- 
fatti delle 7 centinaia del dividendo si possono fare 3 partì, ciascuna di 2 centinaia, 
roslando per residuo i centinaio , questo equivale a io decine , le quali aggiunte 
alle altre 4 espresse dalla seconda cifra del dividendo somministrano altre 3 
partì, ciascuna di 4 decine , ftn un residuo di 2 decine , che equivalgono a 20 
unità', queste 20 unità con l' altra segnata dalla ultima cifra del dividendo, divise 
per 3 , daranno esattamente 3 altre parli, ciascuna di 7’Dni(à. Adunque il numero 
che 3 volte ripetuto dà 741 , c che per conseguenza in questo 3 volle è contc- 
imlo , cioè (27. 2S ) il quoziente di 741 diviso per 3 , sarà composto di 2 ocn- 
tinaìa, 4 decine, e 7 unità , sarà perciò 24j. 

32 . Proposto il numero 3624 da dividersi peé 8 , chiaro apparisce che il 
quoto non. conterrà migliaia; giacché nel divìdendo non ve ne ha che 3 sole , e 
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f taro, ove il quoto contenesse nn sol migliaio, dorrebbe il dividendo óontenerne 8. 
ntaolo si ridurranno le migliaia a centinaia ; che disponendo il divisore ed 
il dividendo nella foggia già sopra (3i) indicata , si comìncerà dal dividere 36 
per 8 ; e perchè 8 in 36 vìen contennto 4 volte , si scriverà 4 al luogo del uno- 
zienle, procedendo lutto il rimanente della operazione come nel nnmcro preceden- 
te ; per il che si troverà in fine 453 per quoto. Gioverà non pertanto segnarne 
qui sotto per dUteso l’ andamento. 

8 1 36t4 I 453 

Sa 

4a 

4o 

a4 

a4 

00 

33. Nella medesima ipotesi che il divisore sia di una sola cifra , in non po- 
chi oasi particolari avverrà che sottratto il prodotto della cifra del quoto nel di- 
visore, abbiasi un residuo nullo, e che la seguente cifra del dividendo sia minore 
del divisore , e tale per conseguenza da non potersi dividere* pel medesimo. In 
sìtfalli casi siamo avvertiti non dovere il quoziente contenere unità di queirordine 
a cui quella cifra appartiene ; si scriverà dunque nel quoto’ un zero , e alla delta 
cifra si unirà l'altra seguente, onde andare innanzi nella divisionei Sia per esempio 
da dividersi lozS per 3 , la operazione procederà come segue. 

5 1 i5aj 1 3o5 
i5 


20 

zS 

00 

Contenendosi il 3 nelle due prime cifre del dividendo , cioè in 1 5 , 3 volle , 
si scriverà 3 nel quoziente, ed il prodotto di, 3 per 5, che è i3, si toglierà da i3, 
il residuo sarà nullo. Si abbassi quindi la seguente cifra 2 del dividendo, la quale 
certamente non potendo dividersi per 3, ne avvisa che il quoziente non deve avere 
decine ; sanando dunque zero nel luogo delle decine del quoziente si appresserà 
alla cifra a l’ altra seguente 3, c poiché z3 è capace di contenere esattamente il 
divisore 5 per ben 3 volte , si noterà 3 per le unità del quoto , che conseguente- 
mente sarà uguale a-3o5. Eccone due altri esempli. 


« 
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g 1 333o63 1 S 7 ooy 
»7 


63 

63 

*^63 

63 

00 


34. È ornai tempo di esporre l.i regola, della quale dobbiamo far uso allorché 
il divisore eziandio è on numero composto di più cifre. Tolgasi ad esempio il 
numero 4234o5 da dividersi per 1’ altro 483. Ella è cosa chiara che un tal quo- 
ziente non dovrà contenere migliaia (32). Posto ciò la operazione si eseguirà 
nel modo sottocennato. 

485 1 4a34o5 1 873 
388o 


354o 

3395 


i4ój 

i455 

0000 

In generale si prenderanno sempre, cominciando dalla sinistra, tante cifre del 
dividendo quante sono sniiicienti a formare un numero uguale, ovvero prossimamente 
maggiore del divisore; queste saranno nel nostro caso le prime quattro che compon- 
gono il nnmero 4s34 prossimamente maggiore di 485. Ciò fatto si dividerà primie- 
ramente il namero4234 pel dato divisore 485;ondepoi scorgere quante volte4234 
è capace di contenere il 485 , si vedrà quante volte tutte le cifre di imest' ultimo 
si contengono nelle cifre del primo. Per verità la prima cifra 4 dd 485 nelle due 
prime hfl. del 4s34 si contiene io volte , non è pertanto a concludere che lutto il 
divisore 485 si contenga in 4^34 ancora io volte; infatti nel quoto allora si nu- 
mererebbero 10 centinaia che formano on migliaio , ciocche pel detto non deve 
aver luogo.Vediamo per altro se il divisore 485 può contenersi 9 volte in 4s34, 
al che si procederà nella foggia seguente : la prima cifra 4 di 485 in 4z 1 cioè 
nelle due prime cifre di 4234) si contiene 9 volte con nn residuo 6, ma ponendo 
a fìanco di onesto residuo la terza cifra 3 di 4234, si ottiene 63, io cui la seconda 
oifra 8 del divisore non si contiene 9 volte, donde conseguita che neppure 9 volte 
potrà egli contenersi in 4234- Vedremo ora che 8 volte il 3z34 è capace del di- 
visore 485 ; poiché 4 in 5z sì contiene 8 volte con nn resto 10 , che seguito 
dalla cifra 3 darà io3, nel quale la cifra 8 certamente si contiene 8 volte con un 


7 I 2^4567 1 4zo8i 

i4 

«4 

56 

56 
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resto ngiialc a 89 che segnilo dalla nltima cifra 4 del nnmero 4^34 conterrà senza 
aleno dubbio 8 volte la ultima cifra 5 del divisore: ma quantunque volte le unità, 
decine, centinaia, ec. di un dato divisore sono contenute nelle unità, decine, centi- 
naia, ec. di un dato dividendo nn ugnai nnmero di volle, tutto il divisore si conterrà 
nel dividendo per quello stesso nnmero di volte. Adunque 8 volte il divisore 485 
si conterrà certamente nel numero 4234- Notando 8 nel luogo del quoziente , e 
sottraendo da 4^34 il prodotto di 8 pel divisore 485 uguale a 388o, si avrà per 
residuo 354< A questo residuo farà mestieri appressare la quinta cifra 0 del divi- 
dendo , e da capo si dovrà vedere quante volte jl 354o sia capace del divisore 
485 ; che però si dirà : 4 in 35 quante volte è contenuto ? 8 volte il 4 poò con- 
tenersi io 35 con un resto uguale a 3, che seguito dall'altra cifra 4 di 3 j4o farà 
34 in cui non entra 8 volte la seconda cifra 8 del divisore; quindi non è possibile 
che tutto il divisore possa in 355o contenersi 8 volte, si conterrà pertanto 7 volte. 
Infatti 4 in 35 entra 7 volte e si ha il residuo 7 , 8 in j4 si contiene altresì 7 
volte con nn resto 1 8 , per coi il 5 ancora entrerà 7 volte in questo resto unito 
alla cifra o di 354o. Scrivendo adunque 7 per le decine del quoziente, si faccia 
la moltiplicazione di 7 per 485, il prodotto sarà 3895 , il quale sottratto da 354o 
darà per residuo i.io. Allato a questo secondo residuo si appresserà la ultima 
cifra 5 del divìdendo cercando il numero delle volte che 485 si potrà contenere 
in i455 dicendo : quante volte il 4 in i4^ 3 volte il 4 si contiene in i4 col resto 

2 , 8 in 25 anche 3 volte si contiene col residuo i , 5 in i5 entra esattamente 

3 volte ; dunque tutto il divisore 485 nel i455 esattamente si conterrà 3 volte, 
siscriverà quindi nel quoto 3 che moltiplicalo per 485 restituirà i455 , e però 
l’ultimo residuo sarà zero. Adunque il quoziente di4234o5divìso per485sarào73. 

La vìva voce del Professore farà meglio comprendere ai giovani questa spe- 
cie di operazione , la quale si praticherà ogni volta che il divisore sìa nn numero 
composto di più cifre, senza che sia necessario dt discendere a piu minute parti- 
colarità. Intanto sarà ben fatto 1 ’ esercitarsi cogli esempiì seguenti. 

873 1 264 i 3 1 71 25 i 1 57981 1 281 

2604 5o2 


372 

778 

372 

753 

000 

25 i 


25 i 


000 


35. Non sarà qn'i del tutto foor di luogo rawertire i.“che farà d'uopo, ove * 
sì abbia dopo compiala la divisione nn qualche residuo dalla ultima sottrazione 
r aggìugnere alle cifre ottenute la frazione che abbia per numeratore quell' ul- 
timo residuo , e per denominatore il divisore ( 29 ). Eccone nn esempio 
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4a3 1 8996 S 1 ais 
846 

lie 

4 a 3 

TT35 

846 

287 

2.° Che aTTerrà non rare Tolte, che sottratto il prodotto del divisore nella 
cifra del qaozieate , il residao sia tale che ancora unito alla seguente cifra dot 
dividendo resti tuttavolla minore del divisore : nella quale supposizione si dovrà 
scrivere zero nel quoto ( 33 ) , ed appressare al residuo la cifra seguente del di* 
vidcndoondecontinuare la operazione. Con siffatta avvertenza nel dividere 167364 

per 348 avremo per quoziente 3 o 5 . 

36 . Il fin qui ampiamente esposto si riduce io breve, allescgncnti operazioni. 
Per dividere un numero per un altro, si porrà primieramente il divisore vici- 
no al dividendo a sÌHÌstra,intramezzandoci una linea. Si prenderanno poscia 
cominciando dalla sinistra tante cifre del medesimo dividendo quante sonne- 
cessarie perchè si ottenga annumero che possa contenere il divisore ^cercando 
al tempo stesso quante volte la prima cifradi questo contengasi nella prima 0 
nelle due prime cifre di quella parte dÌDÌden:la;se ciò che rimane alla prima 
cifra del divisore unito alla cifra seguente della parte divilenda è baste- 
vole perché tante volte almeno si contenga in esso là seconda cifra del divi- 
sore ; come ancora se il suo resto congiunto alf altra seguente cifra della 
parte diridenda basta perchè la terza cifra del divisore in esso contengasi 
pel medesimo numero di volte ; e cosi successivamente fino alle uUime 
cifre, saremo certi che tutto il divisore si conterrà nel dividendo per lo stesso 
numero di volte , e quindi un tal numero sarà la prima cifra del quoziente 
che si segnerà a destra dopo il dividendo con interporci una linea. Questa 
prima cifra si moltiplicherà poscia pel divisore, il prodotto si sottrarrà dalla 
parte che si era tolta a dividere, al resiluo si appresserà la cifra seguente 
del dividendo , cercando nella medesima guisa quante volle il divisore è 
contenuto in questa seeonla parte del dividendo. Scrivendo per la seconda 
cifra del quoziente il numero che si trova , questo si moltiplicherà pel divi- 
sore onde togliere il prodotto dalla seconda parte del dividendo. In tal 
foggia si continuerà la operazione finché non siansi abbassate tutte le cifre 
del numero proposto a dividersi , avvertendo nella fine della operazione 
non meno che nel decorso a quanto è detto sopra ( 35 ). 

37. La moltiplicazione e la divisione si servono scambievolmente di riprao* 
va al modo medesimo che la ripruova della somma si opera per la sottrazione , e 
la ripruova della sottrazione si fa per la somma. Per verità, ove siasi bene operato 
nel moltijdicarc un numero per un altro , dividendo il prodotto per uno dei fat- 
tori dovrà ottenersi I' altro per quoziente , e viceversa quante volte un quoziente 
sia il risultato di una divisione eseguita secondo lo regolo già prescritte , il prò* 


Digitized by Google 


23 

dodo della parlo intera del medesimo qiio7Ìen(e pel divisore aggtanlo al residuo 
. uilitno , in caso che vi sia , sarà ngoalc al dividendo (ay. a8). Adnnqaese in 
qualche moltiplicazione il prodotto divìso per uno dei due suoi fattori non dà per 
quoziente l' altro, se in qualche divisione alla parie intera del quoziente molti- 
plicala pel divisore aggiunto il residuo ultimo , nel caso che vi sia , non si ot- 
tiene il dividendo, dovremo da capo rifare le suddette operazioni onde scorgerne 
gli errori commessi. 

CAPO III. 

DEI NDMKBl FSaTTl OBDINIUI. 


38. Veniamo ora ai numeri fratti. Primieramente trattiamo dei fratti or- 
dinarli , quindi passeremo nel seguente capo a far parola dei decimali. Dicemmo 
sopra (Gjchu il denominatore di una frazione segna il numero delle parti ugnali in 
CUI la unità vicii dìvisa,edilnnmcraloreindicail numeroche di tali parti si prende. 
Poslociò senza la menoma diflicoltà si dimostreranno le due seguenti proposizioni. 

1. ** Cresce il valore dì una frazione allorché o si aumenta il numeratore ri- 
manendo lo slesso dcnomìnaloro , ovvero si diminuisce il denominatore restando 
lo slesso numeratore. 

2 . "Decresce il calore di una frazione, diminnendosi il nnmeratore, e restando 

10 slesso deriomìtiatore , ovvero crescendo il denominatore senza punto cangiarsi 

11 numeratore. 


Ciascuna di queste proposizioni contiene due partì. A dimostrare di entrambe 
le prime la discorriamo cosi : il dcnominaìorc segnando in quante parli la unità 
è divisa determina la grandezza di queste parti, la quale si rimarrà la stessa quante 
volle non si cangerà il medesimo denominatore ; qiiiudi conseguila che se il solo 
numeratore di una frazione si aumenti o sì diminuisca, verrà questa a contenere 
maggiore o minor numero di parti della grandezza medesima c conseguentemente 
sì aumenterà o si diminuirà. Le seconde parti si dimostrano nel modo seguente : 
nel cangiarsi il denominatore si dovrà cangiare altresì la grandezza delle parli 
in cui la unità s' intende divisa; saranno cioè queste più grandi allorché il deno- 
minatore è minore , perché minore n' è il numero, e saranno più piccole quando 
il denominatore è maggiore , perchè maggiore n’ è il numero ; che pero pren- 
dendosi lo slesso numero di parli , restando cioè il medesimo numeratore , ove il 
dcuominalore decresca, verrà a crescere la frazione perchè conterrà lo slesso nu- 


mero di partì ma più grandi , se poi il deoominalorc crescerà , la frazione sì di- 
minuirà perchè lo stesso numero di parti ma più piccole vi si conterranno. 

3q. Dal detto conseguita i.” clic ritenendosi lo stesso deoomìoatore di una 
frazione, se il numeratore si moltiplichi per 2 , 3, ec. s’ ingrandirà del doppio , 
del triplo , ec. la frazione , si troverà cioè moltiplicala per 2 , 3 , cc. c viceversa 
quante volte il nnmeratore si divida per 2 , 3 , ec. si avrà la metà della frazio- 
ne , la sua terza parte , cc. rimarrà cioè divisa per 2 , 3 , ec. la frazione. Ad 

cscnipio — è il doppio di , e è il triplo di — ; così pure T è la me- 

là di -2 , e è la krza parte di — . 
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a.o Che rimanendo Io stesso nameratore si moltiplicherà o si diriderà la 
frazione per a , 3 , ec. diridendo o moltiplicando per questi nnmeri il donomi* 

natore : cosi di — il doppio è — , e di ~ il triplo è — ; ed al contrario di ” 

„ ai ,« Il ai ,3 7 la 

^ J! tfoiMn nAaalyk 1^ 


la metà è 


-T , C di — la terza parte è — . Potremo adunque stabilire la 
a4 i5 *^45 


proposizione generale. Una frazione si potrà mohiplieare per un numero inte~ 
ro in due modi, o moltiplicando il numeratore per finterò, avvero dividendo 
per questo intero il denominatore- Si potrà parimente dividere una fra- 
zione per un numero intero in due modi, o dividendo il numeratore per 
/' intero, o per questo moltiplicando il denominatore. 

4o. Non si cangerà il valore di una frazione quantunque volte si 
moltiplica per uno stesso numero il numerato 'e e il denominatore della 
medesima. Questa proposiziono dedneosi dal numero precedente , giacché per 
una parte moltiplicare il numeratore di una frazione per un numero dato vale 
lo stesso che moltiplicare per tal numero tutta la frazione ; per F altra allorché 
si moltiplica il denominatore di una frazione per nn numero dato si viene a divi* 
deiv per questo numero la frazione. Laonde moltiplicare per nn racdcsiinu nu- 
mero tanto il nameratore che il denominatore di una frazione varrà Io stesso che 
moltiplicarla e dividerla tatto insieme pel nnmero medesimo ; sicché essa non 
cangerà di valore , perchè ciò che si opererà col moltiplicare il numeratore pel 
dato numero verrà distrutto col moltiplicare pel medesimo il denominatore. Si 

comprende ora perchè — sia ugnale ^ ® ^ * 6o ' «""prende altre- 

sì perché i nnmeri fratti a preferenza degl' interi possano rappresentare la gran- 
dezza medesima con infinite espressioni tutte fra loro dissomiglianti : per esem- 
pio le frazioni 


I a S.. 4 3 

’ 1 ’ 6 ’ 8 ’ 


1 L 

12 ’ l4 ' 


sono tutte fra loro ugnali perdiè tutte esprimono nna grandezza medesima , 
cioè la metà della nnilà , avvegnaché sotto forme diverse ; cosi pare 

1234367 

"“1 *7» "^»"“«**** 

6 g 12 i5 to 21 


sono frazioni che tutte rappresentano là terza parte della unità. 

4i- Fra tutte però le frazioni che rappresentano nna medesima grandezza 
una ve ne ha che è la più semplice , ed è quella i cui termini (cosi si appellano 
il numeratore e il denominatore di nna frazione ) non sono divisibili per no me- 
desimo divisore diverso dalla unità : cosi le frazioni — od — tra tutte quante le 

altre che dinotano la metà e la terza parte della nnilà sono le piò semplici. Spes- 
se fiate pertanto data una frazione cane opportuno il vedere se la grandezza che 
per essa vico espressa possa rappresentarsi con altra frazione che della data non 
solo, ma di tutte ancora le altre che sono del valore medesimo sia la piò semplice; 
tal sorta di ricerca equivale a qnclla con cui dimandasi il massimo comun divi- 
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lore di duo Dumerì dati , della quale ricerca ooo più di agevolezza ed clcgaaza 
insieme Iralteremo nrlT algebra. 

43. Sarà bene per auro il saper fin d'ora ridurre una frazione se non alla 
sua più semplice espressione , almeno ad un' altra che abbia i termini più sem- 
plici di (juelli della già proposta. Siffatta riduzione potrà effettuarsi quante volte 
ambedue i termini della frazione sono divisibili per un medesimo numero, poiché 
in tal caso eseguendo la divisione , la frazione non si clangerà di valore (40} ed 
insiem'c i suoi termini diventeranno più semplici. Dal che rcndesi chiaro ciocché 
al principio del nomerò precedente accennai, che cioè una frazione è la più sem- 
plice fra le altre che rappresentano la grandezza medesima allorché i suoi termini 
non hanno un comune divisore diverso dalla unità; tali ad esempio sono le frazioni 

^ , che però diconsi irriducibili. A rendersi pòi agevole in non po- 
chi casi la ricerca di un divkore comune dei due termini di una data frazione , 
gioverà por mente ai seguenti numeri, in cui per mezzo di altrettante proposizioni 
sporremo alcune regole le quali faran conoscere a primo aspetto se due numeri 
dati sono divisibili per i numeri semplici 3, 5 , 3 , e 9. 

43. Qualunque numero terminalo a destra da una delle cifre 0, a, 
4 , € , 8 , è dicisibile esattamente per a. Imperocché nell' eseguire la di- 
visione ogni residuo che si ha dalla sottrazione del prodotto della cifra del quo- 
ziente pel divisore dalla parte divìdenda , dovendo necessariamente essere minore 
del divisore, il penultimo residuo che si otterrà nel fare la divisione di un numero 
terminalo a destra da una delle cifre o, 2, 4i per a, sarà o zero, ovvero i ; 
quindi appressando a questo residuo la ultima cifra del dividendo si avrà per la ul- 
tima sua parte dividenda uno dei saccennati numeri o, a , 4 1 6 < 8 se il residuo 
è zero , in caso poi che questo residuo è i , sarà quella ultima parte aguale ad 
uno dei seguenti altri 10 , iz , i4 , 16 . 18 ; or o , a , 4 , fi > 8 , 10 , la , 
i 4 , ifi , i8 sono numeri tutù divisibili per a esattamente. Adunque ec. 

Tutti i numeri divnibili esattamente per 2 chiamansi numeri pari perché 
possono dividersi in due parti ugnali ; tutti gli altri diconsi impari. 

44 - Tutti i che terminano a destra o con zero 0 con sono 

divisibili esattamente per S. Infatti il penultimo residuo della divisione deve 
essere in tal caso necessariamente uno dei numeri o, i , a, 3 , 4 * sicché la ultima 
parte del dividendo che rimarrà a dividersi per 5 sarà uno dei numerì o, io, ao, 
3 o , 4 o I ovvero 5 , i 5 , aS, 35 , 4 $. Ha questi numeri sono tutti evidentemente 
divisibili per 5 . Adunque ec. 

45. Un numero qualunque sarà divisibile per 3 0 per g , ove la 
somma delle cifre significative che lo compongono sia altresi esattamente 
divisibile per 3 o per g. Ad esempio il numero 7 o 655433 ai sarà divisibile 
esattamente per 3 e per g, perchè la somma delle sue cifre significative è 36 , che 
è un numero divisibile esattamente- per 3 e per g. Infatti quante volte sì vuol di- 
videre 0 per 3 o per g un numero espresso per la unità con degli zeri a fianco, si 
ha sempre per residuo 1. Perocché u 10 ad esempio è composto da g e da i , 
«osi pure il 100 da gg e da I , il 1000 da ggg e da i, ec. ma i numeri g, gg , 
ggg , ec. sono esattamente divisibili per 3 e per g. Adunque i numeri 10, 100, 
1000 , ec. ove si dividano per 3 o g daranno sempre per residuo i. Donde 
consegnila che dividendo per 3 oper g i numeri 20,200, aooo,cc. si otterrà per 
residuo 2 , e cho gli altri 3 o , 000 , 3 ooo , ec. divisi per 3 o per g daranno 
per residuo 3 , ed io generale che un numero qualunque formalo da una cifra si.- 
Uol.I. 5 


.wgle 
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gnìGcaliva sognila da Eori diviso per 3 o per 9 darà per residuo la cifra àgnifl- 
caliva. Quindi 


7000000000 diviso per 3 0 per g darà per residuo . 

60000000 

Soooooo , 

Sooooo '■ 

4oooo 

3 ooo 

Soo .... 

ao 

I 



e però |a somma 7 o 655433 ai divisa per 3 o perg darà per residuo lasomma 36 


il numero dunque 7 o 653433 ai diviso per 3 oper 9 darà per residuo la 
somma delle cifre significative che lo compongono. Qu^o ha luogo qualunque 
sia il numero che si divide per 3 0 per g come dal ragionamento fatto manife> 
stamente deducesi; che però se la somma dellecifrenguificative che compongono 
il numero è divisibile esattamente per 3 o per 9 ( come realmente si verifica pel 
numero 7 o 6334332 i ) , tale sarà pure il resto della divisione , 0 conseguente- 
mente il numero medesimo.' 

Si avverta in questo luogo che non ogni numero divisibile |ier 3 è divisibile 
per 9 , qiiantm^e sia vero il contrario , che cioè ogni numero dirisibile per 9 
e altresì divisibile per 3 . Ad esemuio il numero S^iSao è divisibile per 3 ma 
non ]>er 9 , perclie la somma delle cifre significative che Io compongono è i 5 
che è divisibile per 3 ma non per g, ' 

46 . Tatti qnei numeri che non possono dividersi per altri che sieno diversi 
da loro stessi e dalla nnità , diconsi numeri primi ; tali sono 1 , a , 3 , 5 , 7 , 
1 1 , i 3 , 17 , tg , aS , ag , 3 i , 37 , ec. Chiamansi poi numeri primi fra 
loro tutti quelli che non hanno nn comun divisore diverso dalla unità, quantun- 
que ciaseuno di essi non sia numero primo ; ad esempio 16 e a 5 sono iiumert 
primi fra loro , perchè sebbene il 16 sia divisibile per a, per 4, per 8, e per 16, 
od il aS per 5 , e per aS , portuttavolta nessun uri divisori 8,4*8, 16 , 5 , 
a 5 Q comune al 16 ed al aS. Il numeratore adunque ed il denominatore di nna 
frasionc irridocibile (4a) sono numeri primi fra loro. 

47. Due fraxioni che abbiano diversi denominatori , {Kiseooo sempre, senza 
che si alteri il loro valore , ridursi ad avere lo stesso denominatore. Sieno le due 


• •Sa. 

frazioni — e — ; moltiplicando per g tanto il numeratore che il denominatore 
della prima si conseguirà ~ , moltipiicaodo poi per 7 il uumeralore, ed il deno- 
minatore della seconda si avrà , ed è chiaro die le due frazioni |j « 
quali hanno il medesimo denominatore, sono del medesimo valore che le altre ^ 
e ( 4 o). Per rilurre dunque due frazioni al medetimo denominatore ti 

moltiplicheranno i termini delta prima pel denominatore delia secon la, ed 
i termini detta seconda pel denorninatore delta prima. 
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Si abbiano ora le tre fraiioni 7 , j, -f : queste oziaodio si ridurranno 

al medesimo denominatore senza farle cambiar di valore allorché si mollipliche- 
ranno i termini della prima , pel prodotto i5 dei denominatori della seconda e 
terza , i termini della seconda nel prodotto io dei denominatori della prima e 
terza ' finalmente i termini dello terza pel prodotto 6 dei denominatori della pri- 
ma e seconda ; infatti con qoesto operazioni, avranno le frazioni per comune de- 
nominatore il prodotto dei tre denominatori 2, 3, 3 né cambieranno di valore per 
essere amboi termini di ciascuna moltiplicati per uno stesso numero. Le frazioni ri- 

dotte saranno 5^. 5:;, 

In generale si ridurranno più /rationi al medesimo denominalore 
moltiplicando i termini di ciascuna per il praioUo dei denominatori delle 
QÌ4t€ 

48. Resta a dire delle prmcipaU operazioni su i fratti. E per cominciare dal- 
l’addizione , si abbiano le due frazioni , e leparti che compongono sif- 
fatte frazioni appartenendo alla stessa divisione delta unità, rappresentando cioè 
ambedoe le frazioni la unione di più settimi della unità, chiaro apparisce che la 
somma delle medesime si otterrà aggiugnendo il numeratore della prima a quello 
della seconda, ed alla somma che quindi Tisnllerà sottoscrivendo il denominatore 



tlM-O qnilanqnr onitne j «Kwch» a>mMUer<a>o parUUmciUe ocl 

modo KgricDtc Si h» «nipre il prodotto iwdeiiiiio qiitluoqiie l' ordine che >i Mgue nel 
moltiplicare fra loro Ire numeri dati , per eieapio 4,5,6. Baiterà per quealo prorare 
il prodotto dei tre fattori 4,5,6, preacindendo dai loro parlicolari valori , u rimarra lo 
ateaio aia che ai nolliplichi prima 4 per 5 e poi il prodotto di qucali per 6 . a» che pr^ 
5 ai moltiplichi per 4 ed il loro prodotto per 6 , aia che Boairaenic 5 ai moltiplichi per 6 e 

E i il pronto loro per d ; poiché o»e ai dimoatrì che ugoali fra loro aono i prodotti che ti 
ODO Irovanrloai prima il fattore 4 nel primo pollo , poi nel secondo , c quindi nel terzo . 
e quello indipendentemente da .1 particolare valore del medeaimo , ne conieguileri che ugiiaR 
allrtsl saranno gli altri prodótti che ti trranno facendo paaaare per lutti i Ire posti ciucuno 
degli altri doe fattori 5 , 6 . Ecco perlaolo la dimoatraiionc dell’ aiiunio da me preao a pro- 
vare. te moltiplicationi tocceaaivc dei Ire.nameri 4, 5 ,6 si dinotino come segue : 4 per 5 

. T a . - e 1' eaairlIaaA «Ima tmISawa iC • A «I SV» 



4 per 5 per 6 

5 per 4 pvr 6 
5 per o per 4 

cono uguali fra loro. . .. . ..■ 

Con limile ragronamento dimotlraodoai ugnali fi a loro i acuenti prodotti 


ì 


per S per 6 per 7 ‘ 

per 4 P*t ® (’*'•' 7 
5 per 6 per 4 pvr 7 
S per 6 per 7 per 4 


ti dedoot che il prodotto di qoaltre fattori atri lo ileaao qualunque ordine ai iUbiliaca nelle 

molUpUeationi. ... • . • • • . 

In geotrale adanqtte il ^rodollo di ud qualunqiK numero di fallon li iioMrra do »te«o 
cotnnnque ai muli l' ordine dei SaUorì mcitctiini. • . 
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cornane. Sarà danqae — la comma ddle frationi ~ , e ~ . Coù ancora si com* 

7 . . I 3 ^ 7 

prenderà facilmente che le frazioni » « jy «ggiunle itnieme daranno 

la somma ; ed in generale dovendosi ùmeme tommare delle frationi 

deir ùletto denominale , ti aggiugneramno fra loro i numeratori, ed alla 
risultante somma si toUosegnerà il comune denominatore. 

Se le frazioni fossero di diverso deoomioatore prima si ridurrebbero alla 
denominazione medesima (4.7 ) , e quindi si passerebbe a fante la somma. In (al 

maniera la somma delle frazioni ~ ~ , e ~ ridotte prima al medesimo de< 

63 * 5 J 7 4 , 9 . ,59 

nominatore come segue — , 755 . 75^ . w™ Tsi • 

4 g. Spesse fiate si vuoi «mosce re la somma di alcune quantità che oonlcn- 

goDO interi e fratti ; cerchisi per esempio la somma dei due nameri , 5 ^ . 

Le frazioni e — ridotte alla medesima denominazione diventano ' 4 -,e|tlaiom> 

^.3' ’ . 3j’ 35 

madcllequalic^. Unendo questa somma all' altra SdegT interi 3 e 5 , si avrà 8 

per la dimandata romma delle due quantità 3 -l-, e 5 t** dovendo ag* 

giugnere insieme i noraerì 9 y si troverà la somma aguale a i 5 ; 

avvertendo però che la frazione ^ agguaglia > ^ (7) « l’accennata somma si e> 

sprimerà meglio per 16 ^ (•). 


(*) Già M avverti nel nomerà 7 ebe firauoni imwopriamente ti appettano q<iette ebe hanno 
il Duineralare oia(giore del <lenam<natwa , perchè Hiratle eapreHÌoai coolengooo aempre degli 
interi. Suuo eaae | erallro i i iinltati di alcune delle principali opcraiioni che a' itlituiacoDO ao- 

pra di delcrminale fraaiooi t eoai per.eacmpio la tomma delle doe traaioBi proprie gr * 

la fratione impropria ( la dicono allreti spuria ) $ì vedrà pei numeri leguenU che mc|. 

lipUcando fra loro fraxiooi ed interi, ovvero dividendo interi per frazioni, o frazioni per frazio- 
ni, ln-ne apcMO ci virrà fallo di rinvenire i già mentovati riaullaoMDti. Giova pertanlo cono- 
scere in generale il modo di poter estrarre gr interi da una qiulwK|ue frazione spuria. Si ab- 
307 

bia per ewmpio la cspreasiooc 1 dinotando osa una grandezza di 3 o 7 parti , delle quali 

53 compongono-la unità, tante volte verrà questa stessa unità a oonleaersi nella medesima, 
q tante volle il 53 si contiene in 3 o 7 , sicebe dunque la divisione di 307 per 53 ne menerà 
alla cognizione del numero delle unità intere couIrsHile nella data iraziu'ic. Si troverà in tal 

giiita espressa per 5 . E qui neu c a passare in ailensio una importante anuotaziosw, 

che cioè una fiaaiooe qualunque esprime sempre una divisione, sia che essa possa eseguirsi, sia 

36 . . ■ 

che DO. Per vrrità — ^ esprime il quozienle di 36 diviso per 11 ; perocché — ^ essendo conte- 
nuto Il volle nella unilà , 4^ripcluto 36 volle , osaia ( 39 ), sarà pure conlenuto 11 volte 

io 36 unità , ma il quoziente 3 ebe ti ba dal dividere 36 per 11 ti conlieoe eziandio 1 a volle 

36 4 

in 36 (iS): dunque — ^ etprimerà il quozienle di 36 diviso per 11 . Cosi ancora ^ esprime il 

qaonicnte di 4 diviso per 5| perché yesMuJo coiilenulo 5 volle nilUuoità, sari pure L preso 
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So. Di un imlodo analogo al già dello per la somma delle frazioni ci po< 
tremo giovare per eseguire la sottrazione delle medesime. Quindi da una fra- 
zione ti aotlrarrà tm' altra che aUtia il medesimo denominatore togliendo il 
numeratore della frazione sottraenda da quello della minuenia , e toUo- 
tericendo al loro resHuo il comune denominatore. Ooe poi le frazioni f at- 
tero di dioersa denominazione ti ridurrebbero prima alla denominazio- 


ne medesima. Togliendo ad esempio da -y si otterrà per residuo ^ ; e da 

5 -y sottraendo 3 -J- « gìngnerà ad avere ^ ~ . Avnene non rare volle nel 

sottrarre un numero oomposto d'interi e fratti da un altro simile numero , che la 
frazione da sottrarsi è maggiore di quella da cui si deve togliere , cosi volendo da 

■ 2 r sottrarre 3 ~ , ridotte le frazioni e •— al medesimo denominatore, da -S. 
dovrebbe togliersi —, il che non è fallibile. In questo caso si aggiugnerà alla 

A *5*1 3l « • 

frazione — una nnilà uguale a — , sicché si abbia — : ed è chiaro che la nue- 

. ’’ 4» 8i ' 

stione con ciò riducesi a sottrarre 3 — da il —, donde agevolmente si dedurrà 
h 7 * 

il residuo 8 — . 

5 r . Allorché si propone a moltiplicare una frazione per un numero intero, 
si moltiplicherà il numeratore della frazione per 1 ' intero sollosegnando al pro- 
dotto il denominatore (39}. L'islesso dovrà tarsi se un intero n vorrà moltiplicare 

per una frazione. Infatti moltiplicare per esempio 19 per~ significa sottoporre 


il 1 2 a quella operazione medesima a coi sì è sottoposta la unità perchè sì otte- 
nesse i (19) ; che però moltiplicheremo la per '^quante volle prenderemo lo 
due quinte parli del numero I2. Or la quinta parie del numero 1 a è ly che mol- 
tiplicala per 2 dà y per le due quinte parti del numero la. Adunque sarà ^ 
il prodotto dì 12, per Sicché si moltiplicherà la per .y moltiplicando il nn- 

meralore a per 12, ed al prodotto 24 sottoscrivendo il denominatore 5 . 

5 a. St moltiplicherà una frazione per un altra moltiplieando fra 
loro I due numeratori , ed al prò lotto di questi toUotcrioenio il prodotto dei 

due denominatori. Perocché moltiplicare ad esempio .y per significa pren- 
dere Ire scltime parti della frazione .y (19). Or perchè si abbiano tre s<.ttim7 
|>arli della frazione y , dovrà essa dividersi prima per 7 ed in segnilo moltipli- 
carsi per 3 , delle quali operazioni la prima si eflielloa col moltiplicare il suo de- 
nominatore per y, c l' ultra eoi raolti|ilicare per 3 il numeratore (39), Il prodotto 

adunque di ~ per — sarà ^ , elio è una frazione avente per numeratore il pro- 
dotto di 2 per 3 , e per denominatore quello di 5 per 7. 


4 toH« , owi« , contcnulo 5 volle in 4 «niU t *duoq-ic t ripctulo S volte uri ugnale a 4 , 

* 4 ’ 

c fciò 4 ^ il dÌTÌilcndot 5 il divitorc , ^ il quoziente (ij)- 
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Seguo dalla dimostrala proiios'uiono die molli idicando ^ [>cr y si ottiene 
quel medesimo prodotto che si avrebbe quante volte dovesse noltiplicarsi -7 per 

T (^')- 

l)d. Possiamo ora dire alcuna cosa della maltiplicazionc dei numeri compo- 

5 8 

sti d' interi e di frazioni. Oebbasi ad esempio moltiplicare 3 — per 4 ~ • Moltipli- 
chiamo per la parlo intera 4 del moVipHcatore prima la parte intera 3 e poi 
la fratta ~ del moltipUcondo , oUerremo per prodotto l' intero 12 e la frazione 

— ( 5 i) , ossia r intero i4 e la frazione — (7); moltiplichiamo inoltre per la parte 

7 g 7 ^ 

fratta — del moltiplicatore le medesime parti intera c fratta del moltiplicando , 
avremo per prodotto le due frazioni ^ ^ ( 5 1 . 62): ora è chiaro che la somma 

dei numeri i 4 . y > ^ ^ dovrà essere il prodotto cercato di 3 per 4.^. 

rortanlo le due frazioni -7, — si riducono al medesimo denominatore della terza 
come segue — , che però la somma di tutte e tre sarà — che , per ciò che 
è detto al numero 7, equivale a 4 ^ ; il prodotto adunque di 3 — per 4 — sarà 

54 - Una frazione si divide per un intero moltiplicando il denominatore della 
frazione per l’ intero (39). Ma supponghiamo che un intero debba partirsi per 

una frazione ; ad esempio 7 per y. Dalla definizione della divisione data sopra (27) 
è chiaro che il dividendo deve essere aguale sempre al quoziente moltiplicato pel 
divisore ; quindi nella sapposizione che voglia dividersi per ^ il numero 7. que- 
sto 7 , che è il dividendo , dovrà agguagliare il prodotto del quoziente pel di- 
visore , dovrà cioè esprimere i ^del quoziente (oi). Adunque la metà di 7, 
ossia ^ , sarà uguale alla metà dei ^ del quoziente , sarà cioè uguale a -4 del 
quoziente- Or se ^ è un quinto del quoziente g sarà moltiplicato per 5 , cioè 

— , il quoziente cercato. Sicché dunque dividere per la frazione 4 - i] numero 7, 


* 5 8 

(*) Con molto più dì agcTolezxa li moltiplicheranno fra loro leqnanUU 3 — 4”* oom* 

7 9 

po&(c d' interi c dì fra 7 Ìoni, riduccndo prima gl'-inttrì iu frazioni. Or avrertendo a qiiaolo è 
detto nella Dota del ntirrei'o 49 * chiaro ai acorge tbe io generale 4)uante Tolte on intero tuo i 
ridurci in frazione di dato denomioaloref faià utesticri moltiplicare l'intero per ^eato deoo* 
roiaatorc,'e pel medentno difidcre il prodotto. Deduccai quindi che liduoeado gl' interi 3 e 4 

in due frazioni, di cui la pnqna abbia 7 pct denomÌDatorc , e la Kcooda 9 , i auoicri 3 — ,e 

4 — potranno rBppret«ttaiTÌ«nit leaeguenti fraziooi 11 prodottoaduuque di 3 per 4** 

aaià lo atcìio clic quello di ~ per Ma il prodotto di — per — 4 da cai ciiraendo 

IO ^ ^ 5 8 ^^ IO 

gV interi ai ha Adunque il pi^dotto di 3 ~ pei 4* uguale a 18 
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vale lo stesso che moltiplicare (jueslo per ^ ; ed in generale perchè un nume- 
ro quaktnque venga diviso per una frazione , dovrà tnokipliearsi il numero 
per la Jrazione rovesciata. Ho dello un numero gualungue , perchè questo 
teorema ha luogo nel caso ancora che il divìdendo è una frasioae. Infatti vogliasi 

dividere per ^ ; dovrà il dividendo essere ugnale a del quoziente , 
e però la terza parte di ^ , cioè ^ , nguaglierà la terza parte dei del quo» 
zìenle, ngnaglìerà cioè del quoziente. Or se^ è ^ del quoziente , ^mol- 
tiplicalo per 4 t vale a dire ^ , sarà il quoziente ; donde apparisce che il quo- 
ziente della divisione di ^ per ^ si avrà moltiplicando (Sz) ^ per la frazio- 
ne ^ rovesciala , cioè per . Sifiatta operazione può eonneiarsi con la seguente 

proposizione. Per dividere una frazione per uti altra farà rf* uopo molti- 
plicare il numeratore della prima pel denominatore della seconda , ' e diri- 
dere il prodotto per quello che si ha dal moltiplicare il denominatore della 
prima pel numeratore della seconda. 

CAPO IV. 


DILLE rBAZIOII DECIMALI. 


55. Diciamo ora delle frazioni decimali. Le frazioni decimali non cam- 
biano il loro valore aggiugnenJo o togliendo tanti zeri in fine quanti mai 
ne piacerà. Si abbia la frazione decimale o , Sgoo , a questa corrisponde la 

frazione ordinaria (S) , lo quale certamente non muterà di valore quante 


volte ambedue! termini suoi si moltiplichino o si dividano per io, lOO, looo, ec. 
(4o) ; saranno cioè le fratiooi (23) 


3900 39000 390000 3900000 390 39 

' 1 ' ' 9 ' ^ 0 C,, ■ ■ “ , — 

10000 100000 1000000 tOOOOOOO 1000 100 


tulle uguali fra loro. Ma a sifiatle espressioni corrispondono le altre 

o, 3900 ; o , 39000 ; o , 390001 i 0 , 3900000 ; ec. ; o , 3 go ; o , ^9. 

Adunque ec. Gli seri però aggiunti ovvero tolti innanzi fra la virgola 
e la prima cifra significativa faranno diminuire ovvero crescere il valore 
di una frazione decimale per modo che questa diventerà dieci, cento, mil- 
le, ec. volte minore ovvero maggiore , secondo che uno , due, tre, ec. zeri 
saranno stati in siffatta guisa aggiunti ovvero tolti. Si proponga infalli la 

fraziono decimale 0, oo39 , questa eq iivale alla frazione ordinaria fgj- 
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Ma una fraiione ordinaria diventa dieci, cento , mille, co. voile minore allorché 
per 10 , 100 , 1000 , ec. si moltiplica il suo denominatore (S 4 ). Sarà quindi 

. dieci volte, — — — cento volte , — — mille volte, cc. minore di — 2_ ; 

lOOOOO lOOOOOO lOOOOOOO lOOOO 

cioè 0 , 000 3 g dieci volte , o, 000039 cento volte, 0 , 0000039 miiie volte, ec. 
minore della proposta o , 0039. Dividendo ora per 10 il denominatore della fra- 
zione , si otterrà , la quale n è dieci volte maggiore (39); sarà per- 
ciò 0 , o 39 dicci volte maggiore di 0 , 0039. Che se si fosse diviso per 100 il 

denominatore della fraiione sarebbe ottenuto chea’ è conto volte 

10000 100 

maggiore ; la frazione cioè 0 , 39 è cento volte maggiore di o, 0039- 

56 . La somma dei fratti decimali non ha alcuna diOicoltà , ciTctloandosi 
essa come quella degl’interi, giacché le parti decimali si compongono le une per 
mezzo delle altre nella medesima foggia che le unità intere (8) ; solo dovrà av- 
vertirsi di scrivere i numeri in modo che le vii^ole sìeno tutte situate in una me- 
desima colonna verticale , e quindi che i decimi cadano sotto i decimi , i cente- 
simi sotto i centesimi, e così ui seguito ; ed è chiaro clic la virgola della somma 
verrà allora a cadere odia colonna medesima in coi trovansi quelle dei numeri 
da sommarsi- Eccone alcuni esempii 


2 , i4S6 o , 08901 

i 5 , q 6845 o( 26 , 01 

7 , 8892 1 3 , 902 


aG , 0032601 


3 o, ooioi 


4 , o 3 oi 
i 3 , o 3 

24 > > 

3 , 00002 


44, iGoia 


57. La sottrazione dei decimali è altresì agevole a praticarsi , eseguendosi 
essa come quella dei numeri interi. Si dovrà soltanto aver l'accortezza di rendere 
ugnali con degli zeri le cifre del minuendo a quelle del sottraendo quando ciò 
bisognasse. Cosi se 2 , 93 ooa 3 i dovesse sottrarsi da 3 , oo 44 i , si aggingne- 
rebbero a quest’ ultimo due zeri a destra ( 55 ) , dopo di die, scrivendo i numeri 
come si è indicato sopra , la sottrazione si eseguirebbe come qui appresso 


3 , oo44ioo 

2 , 980023 1 


__ o , 0743869 

Seguono degli esempii per esercizio 

16 , 02000 2 , 01491 

3,84i56 1,835 


12, 17844 . o, 17991 

58 . Dovendoti fra loro moltiplicare due frazioni decimali fa d' uo/o 
attrarre dalle virgole ed istituire la operazione come negl interi, guindi nel 
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prodotto m tal ffttfta ottenuto n eepareranm con la tiraola a destra tante 
cifre decimali guanto sono guelte che si contengono net due fattori. Sia da 
roolliplìcarai o , 6i per o , 4a ; molli pi icaDdo 6i per 4a « otlori per prodotto 
2062 , che però il prodotto cercato di o , 6t , per o , 4 ^ sarà o , 2562. Infatti 

o, 61 è cento volte minore di 61 , poiché o, 6t è oguale a , per la ragione 

medesima sarà o, 4^ cento volle minore di 42.11 prodotto adanqoe di 0, 61 per 
o, 4 z dovrà essere dieci mila volte minore del prodotto a 56 a di 61 per 4*i do< 

Tra cioè essere aguale a , ovvero a 0 , sSGe. Veggansi i segnenti eeempii 


172, 84 
' 36 , ooS 


5i852 

io 37 o 4 
5i85a 


6222,76852 


i 5 ,o 5 
3 , 12 


So IO 
I So 5 
45 i 5 


46,95 60 


Che se le cifre del prodotto che si ha, operando senza aver riguardo alla vir- 
gola, non fossero tante quante le cifre decimali nell' uno e nell' altro fattore, do- 
vrebbero aggiugnersi a sinistra aitato ai prodotto medesimo tanti zeri( 55 ), quanti 
farebbe mestieri perchè il numero delle cifre decimali pervenisse ad aggua^iare 
quelle dei due fattori. Si voglia per esempio moltiplicare^ , 6 a 4 per oo 3 . 
Formando primieramente il prodotto di 3 per 6 a 4 si conseguirebbe 1872 : ma 
questo contiene solamente quattro cifre , mentre per ottenere il dimandato pro- 
dotto fa d' uopo separare sei cifre decimali ; si dovranno dunque porre a sinistra 
accanto al numero 1872 due ceri, ed il tutto separare con la virgola da oa altra 
zero che si pone al luogo delle unità intere. Eccone un esempio 

2, 00006 
o,o 34 


8 00024 
60 0018 


o, 068 002 o4 

59. La divisione dei fratti decimali , fatta astrasiont dalle virgole , 
si effettua come quella dei numeri interi; nel guato per altro che in tal guisa 
si ottiene si separano a destra con la virgola tante cifre decimali, di quante 
il dividendo supera quelle del divisore. Debba dividersi 1 1 2, 7094 per 1 5 , 23 1 , 
non badando punto alla virgola la divisione si eseguirà come se tutte le cifre dd 
numeri proposti esprimessero unità intere. 


m.J. ' 6 
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i5 , 3Si 1 119,7094 17,4 

106 017 


6 0924 
6 0924 

o 

n quoto die otterrasi sarà 74* lulanto le cifre decimali del dividendo 
Boperano quelle del divisore di una solamente ; adunque nel 74 cori la virgola 
separando a destra la sola cifra 4, esprimerà 7 , 4 il quoziente di 1 1 a, 7094 por 
IO , 23 i. La ragimie dovrà ripetersi dalla aefìnizionc della divisione (27) per 
coi si sa che il quoziente moltiplicato pel divisore deve riprodorre il dividendo. 
Sicché le cifre decimali nel quoziente e nel divisore dovranno insieme essere tante, 
quante se ne hanno nel dividendo (58). Quindi ec. 

6o. Quantunque volte eseguita la divisione delle frazioni decimali considerate 
come numeri interi , il quoto non contenesse tante cifre quante pur si richiedpreb< 
he perchè le cifre decimali del quoziente cercato unite a quelle del divisore u- 
goagliasscro le cifre decimali del dividendo , si porrehhero a sinistra innanzi a 
quel quoto tanti zeri (55), quanti ad ottener ciò farebbe mestièn. Separando quindi 
A tutto a destra con la virgola da un altro zero che fa le veci delle unità intere, 
si giognerebbe al quoziente corcato. Eìccone un esempio 

o, laS i 0, ooi2ii55 I 0, 00985 
. 1107 


io45 

984 

"eTs 

6 i 5 

o 

Da oltimo a far si che le cifre decimali del dato dividendo non mai sieno da 
meno delie cifre decimali del divisore, si ag^ogneranno, se farà d' uopo, in fine 
del dividendo a destra degli zeri ; del che a avvarremo altresì tutte le volle che 
non abbia il dividendo tante cifre, quante si richiedooo per andare innanzi nella 
divisione. Per dame un esempio si proponga a dividere 2 , 3 14 per 356, 27; la 
divisione ù eseguirà come qui appreso 

356 , 97 I 9 , 3 i 4 oooo ec. . ; . I 0 , 00649 ec. . . ^ 

2 16762 

1 76380 

i 425 o 8 

338720 

320643 

*«077 

ec. 
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' 6 1 • Appariecc ora in qoal modo pattano le frasiont ordidarie dJ oàalanque 
torta truirormarsi io fraziom decimali, imperocché già si sà (e da ooi fu dimosirato 
nella nota del numero 49 ) ohe ima frazione ordinaria rappresenta sempre una 
divisione accennata o non eseguita , in cui il dividendo è rappresentato dal nu- 
meratore della fraziono ed il divisore dal denominatore. Ora per le frazioni pro- 
pie , pr quelle cioè che hanno il numeratore minore del denominatore la divi- 
sione nmanc solo indicata, e non è psnbile eseguirla se non per via dei decimai. 

Propongasi ad esempio la frazione ordinaria 'l' ; il numeratore 5 ridotto io So 

decimi si divida pi denominatore 8 ; il quoziente sarà ngnale a 6 decimi, e vi ri- 
marranno 2 decimi. Questo resto ridotto in 20 centesimi sì divida parìipnte pr 
8 ; si avranno pr quoziente a centesimi con un resto di 4 centesimi. Riducendo 
da ultimo questo residuo in 4o millesimi , diviso che sarà per 8, darà pr qno- 
ziente 5 millesimi senza resto. La divisione adunque di 5 per 8 ese^ita con 
r aiuto dei decimali dà un quoziente uguale a 6 decimi più 2 centesimi più 5 mil- 
lesimi , equivalente a o, 6 a 5 . Donde ricavasi che la frazione ordinaria ^ è u- 
gualc alla decimale o, 6 z 5 . Soggiungo qnì la operazione di già descritta. 

8 1 5,0 l ó, 6 z 5 
48 
20 
16 

4 o 

4 o 

o 

6a. Volendo ridurre in frazione decimale la frazione ordinaria ^ è d 

piarsi, che pr eseguire la divisione, il numeratore non ^ve rìdnrn in dedmi , 
nè tampoco in centesimi , ma in 2000 milleàmi ; die però nel quoziente non vi 
saranno decimi nè centesimi , ma al loro luogo farà d uop scrivere due zen. 

Hìsulterà quindi la frazione ordinaria ugnale alla decimale 0, 0078125 », 

come nella operazione che segne chiaramente si scoige. 

. a 56 l a, ooo 1 0,0078125 
» 79 » 

2080 

ao 48 

iÌ20 

256 

64 o 

... - Sia 

1280 

1280 
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Potremo adoiHlM fonnare per la Imronnaziooe dei fraUi mdinarii in fraUl 
decimali la segueote propotixioae. Per ridurre una frazione ordinaria in fra' 
zione decimale ai scriveranno a desbv nel numeratore tanti zeri quanti 
tono neeettarii a renderlo diombile pel denominatore ; eteguita la divi' 
tione e tituata convenientemente la cifra del quoto a dettra dopo la virgoloy. 
ti continui la operauone agqiugnenio tempre un zero a dettra infoie di 
eiateun retiduo , » tegnando nel quoziente eiateuna cifra immediatamente 
appretto la ultima di già ottenuta. 

63. SpeesÌMimo aTriene che non abbia fine la dÌTÌ«oiie con coi si elTettua la 
trngformauoDe delle frask»i ordinarie in decimali per quantunque ti aggiungano 


zeri ai residui. G serTa per esempio la frazione ^ . Convertendo il numeratore 

• • • 

in 4ooo millesimi sì comind a fare la divisioDe scritta qui sotto 


707 I 4«030 1 o,oo5oi88ec. 
3 985 


iSoo 

797 

7o3o , 
6376 

654o 

6376 


• 64 

ec. 

Quindi consulta che m»*f ogni frauona ordinàriàpuò esprimerti etat- 
tamenle col mezzo dei decimali (*). Per altro ove di un fratto ordinarie non 
poeta ripetersi parecchie Rate espreàioae decimale esatta, potri non pertanto ot* 
tenersi sempre approssimata , e approssimata tanto , quanto si vuole, potendosi 
contimrare le divisioni a piacere. 

64 . Di molte cifre decimali dovendosi non rare volle senza errore senàbilc 
omettere le ultime , pongasi mente a quanto segue. 

Se la prima delle dire omesse supera il 5 , o è il S medesimo ma seguilo a 


(*) Può dimoirrar»l qu«rt* ««tcnìooc in generate col acuente ragionamento. Il metocio che 
deve aeguirdi per trasformare una data fraalooe wdinaria ta decimai importa , come chiaro 
apparisce dal detto sopra (Cì-ì) , che il numeratore delia fraaione moitiplicato per io , o per 
100» o per 1000, ec. si mvida pel dcnomtnatorc } donde concitila che, non csaeodo per 
ipotesi il denominatore un divisore esatto del nnnieratorc primitivo, allora solo p>trà av<r 
nne la divisione quando il medesimo denoniinaloie esattamenle dieida alcuno dei numeri lo^ 
100 , 1000, ec. Ma questi nunscri , comecché t«itti composti dal io moltiplicalo piò volte per 
se medesimo, non sono divisibili per altri numeri che per a e per 5 , orvero per allrì d»e 
risultano dal combinare fra loro il a ed il 5 , Adimque allora solamente arra tuie ladiviaione 
dd oumo'atore della frazione moltiplicato per io, o per loo, o per looo ec. pel demxiiirM* 
tore , quando (questo risulta dalla combioaitone dei numeri e e 5 . Quindi tulle le fraiioui or* 
dinaric io cui il denominatore risulta dal combinar fra loro itumm aompUci di versi dal v c 
dal 5 Don potraDoo esulUmente esprimersi per friaioui decimaK. 


Digitized by Google 




destra da altre cirre , la altima di quelle die si ritengono dovrà aumentarsi di 
uno. Suppongasi che , avendo da una parte per un calcolo falto ottenuto la fra* 
zione o, 321 i 547 , Taccia d’ uopo dall' altra, trascurate le Ire ultime cifre, ado- 
perare le diedmìllesime; dovrà in tal caso prendersi o.Sz la piuttosto che o, 3 a 1 1 . 
Infatti la differenza o, oooo 453 - che passa tra a, Saia e o,SaiiS 47 è minore 
dell' altra o, oooo547 che ai ha tra o. Sa 1 1 54 ? c o. Sa 1 1 , e però mancherà 
piò in o. Sai r che non avanzerà in o. Saia ; si commetterà quindi un errore 
piò Dolcvole facendo oso di o, Saii che di o. Saia. Da quanto è detto rile- 
viamo I.** che , omettendosi la cifra 5 non seguita da altre decimali , si farà lo 
stesso errore sia che la nltima di quelle che si ritengono si aumenti di uno, sia che 
non si aumenti ; nel primo caso P errore si commetterà per eccesso, nel secondo 
per difetto. a.° Gie trascurandosi una cifra minore del 5 , sebbene seguila da altre, 
anche maggiori, l’errore che si commette aumentandó di uno la ultima delle cifre 
che si ritengono è maggiore di quello che si commetterebbe non aumentandola. 


65 . Cerchisi ora sviluppare in decimale la frazione ordinaria ^ , si otter- 
rà o , 324324S24 cc , in cui le cifre Sa 4 si ripetono all' infinito. Cim pure vo- 
lendosi trasformare in dedmale la frazione ordinaria — si giugnerebbe ad avere 

0, 142857142857142857 ec. dove le cifre 142857 si ripetono altresì all'infi- 
nito. Infatti nella divisione di i2 per 87 nel modo sopra (C2) esposto dopo le 
tre prime cifre del quoto si ha per residuo 1 2 , e pero la divisione comincia da 
capo col medesimo ordine , finché dopo altre tre cifre del qnoziente si abbia di 
nuovo 12 per residuo , e così di seguito all' infinito. Un simile ritorno osservasi 
nel dividere 1 per 7 , perchè dopo le prime sci cifre del quoziente bassi per re- 
siduo I, sicché comincia da capo la divisione, e si ottengono quindi nel quoto le 
medesime sei cifre , dopo di che ritorna di nuovo i per residuo ec. 

Le frazioni decimali io cui le cifre si ripetono nel modo già detto diconsi 
periodtcAe , e periodo si nomina il numero delle cifre che si ripetono : nella 
prima delle frazioni decimali rapportate qui sopra il periodo è 3 z 4 , nell’ altra 
c 142857. Ed é qui a notarsi che in qualunque espressione decinialc periodica 
il numero delle cifre componenti il periodo non può mai esser maggiore del de- 
nominatore della frazi onc ordinaria che le rorrispondct nè tampoco agguagliarlo. 

l'er verità nelle divisioni , che s'istituiscono per ottenere lo sviluppo di una 
data trazione ordinaria in frazione decimole-, dovendo ogni residuo riuscir mi- 
nore del div'isore , minore cioè del denominatore del dato fratto ordinarie, il nu- 
mero dei residui differenti fra loro non potrà sorpassare il dènominalore medesimo 
diminuito di ano , e quindi al piò dopo un ugual numero di opcrarioni tornando 
gli stessi residui, torneranno nei quoto le medesime cifre e ricomiocerà il periodo. 

66. Si sviluppino in decimali le frazioni ^ ^ ec.siavrà 


9 


uguale a o , 


1 1 1 1 1 1 1 1 ec. 


99 


I 



^ • 


. o , ototoior ec. 
. 0 , ooiooiooi ec. 
. 0 , 0001 000 1 cc. 
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la difTalIc fraziini decimali ponoJicim il nni^i^ro delle cirro compenciiti il 
ficriudo va sempre crescendo ; nella prima il imriodo à di una sola cirra che è i , 
nella seconda il periodo ò oi , nella terza ooi , nella quarta oooi ee. 

Posto ciò si potrà sempre e con molta agevolezza assegnare la Trazione or* 
dinaria corrispondente ad una decimale periodica qualunque. Si abbia o, 33333 ec. 
di cui il periodo è di una sola cifra; se qiic.-ita si paragoni con l'altra o, 1 1 1 1 1 cc.', 
si vedrà che la prima uguaglia la seconda moltiplicata per 3 . Ma la frazione 


o, 1 1 1 1 ( cc.è aguale a Dunque sarà o, 33333 oc. uguale a ~( 3 i) ovvero 

ad^. 


In secondo luogo propongasi la frazione 0,43434-5 cc.; comparandola con 
l'altra 0, oioioi ec., chiaro si scorge che ove questa si moltiplichi per 45 si ot- 


terrà la proposta. Adunque la frazione ordiuaria ^ corrispondente alla decimale 
o, oioioi ec. moltiplicata per 45 sarà la frazione ordinaria corrispondente alla 
dec'unale Oj 454343 cc. Ma la frazione — moltiplicata per 43 dà — , la qua- 

• • 5 5 

le, dividendo ambedue i termini per 9 , si riduce a » . Adunque 77 à la frazione 

ordinaria corrispondente alla decimale periodica 0,434343 cc. Nella gaisa mede- 
sima si troverà che la frazione ordinaria corrispondente alla frazione decimale pe- 
riodica o, 285714285714283714 cc. è ■ — — , la quale , dividendo il numera- 
toro ed il deuomiaaiore per 142837 , si riduce a ~ . Ed in generale si stabilirà 


la proposizione. Una frazione decimale •periodica qualunque uguaglia la 
frazione ordinaria che per numeratore ha il periodo e per denominatore ' 
an numero eompoUo di tanti ^ quante tono le cifre del periodo medesimo, 
G7. Volendo ridurre ad una frazione ordinaria una frazione decimale pe- 
riodica , nella quale il periodo non comincia se non dopo alcune altre cifre dcci- 
umli , si trasporterà per poco la virgola immediatamente innanzi alla cifra da 
cui comincia il periodo ; quindi si troverà la frazione ordinaria corrispondenle 
alla dv'cimale che vicn dopo la virgola (66) , considerando come intere unità le 
cifre che la precedono ; ed in fine si dividerà il risaltato per 10,0 per 100 , 0 
per 1000, cc. avendo rignardo al nnmero delle cifre decimali che , mediante il 
trasporto della virgola, sono pa^te a destra dalla parie delle unità intere ( 53 ). 
Dovendo per esempio trasfornwre in ordinaria la frazione decimale o,o 568 1 8 1 8 1 ec. 
la scriveremo primieramente come segue 56 , 818181 ec.; la parte 0,818181 ec. 


riduccndosi a ~ , otterremo il risultato 56 ^ , il quale . evidentemente dovrà 

partirsi per 1000 perchè rappresenti |a frazione decimale proposta, giacché questa, 
trasportando la virgola immediatamente innanzi alla cifra 8, dalla quale comiucia 
il periodo, è venuta a moltiplicarsi per 1000. Or egli è chiaro che per ottenere il 


(|uoziente della divisione di 56 — per 1000 fa mestieri sommare fra loro le due 
56 81 . ^ . 

frazioni — , - , le qnali perciò ridotte al medesimo denominatore , daran- 

56.5 

uo —— . Questa frazione adunque , che ( 44 - 45 ) senza la menoma difficoltà si 
riduce a — , sarà la frazione ordinaria corrispondente alla frazione decimale 
o , o 568 i 8 i 8 i ec. 
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DEI NUMERI CONCRETI. 


39 


68. Ouanlan(|ue la dÌTisiono decadica delle noilà sia coraoditsima, come può 
raciimente scorgersi dal fin qui detto delle frazioni decimali, nnlladimeno per gli 
usi comoni e per quelli altresi della scienza alcune unità sogliono presso i più ben 
altrimente dividersi. Additerò qui i nomi delle frazioni di diverse unita che sono 
le piu comuni. 

. La circonferenza del drcolo si divide in 36o unità ugnali che chiamano ^ra- 
di , il grado poi si divide in 60 minuli prttgi , ogni minuto primo in 60 minuti 
tecondi , ed ogni minuto secondo in Co mimili leni \ più generalmente ^erò le 
parti del minuto secondo sogliono assegnarsi per via di frazioni decimali, bi sono 
dati dei segni a queste diverse parti ed invece di scrivere per esempio 4o gfadi , 
3i primi, 5a secondi , e a4 leni, si scrive 4o" 3i’ Sa" a4”, ovvero 4»“ 3i* 
Sa" , 4 1 avvertendo che 24'" equivalgono a o, 4 di minato secondo. 

Il tempo ognuno sa che si divide in giorni , .ogni giorno poi si divide io z4 
wrti'uguali chiamate ore , l'ora , come il grado , si divide in Co minuti primi, 

11 minalo primo in Co minuti secon-liec. e quindi col numero ar i3^ a3'34"i zS 

s’ indicano a giorni,- 15 ore, a3 minuti primi, minuti tecoitdi con aS cen- 

tesimi di minato secondo. Qoeste parli decimali si esprìmono altresì con i minuti 
terzi. Co dei quali formano un minoto secondo, in modo che la frazione 0,-20 c* 
qnivalga a tS minuti terzi. 

Per unità di misura lineare, ossia di lunghezza, presso i Francesi, prima che 
fra i medesimi s' introducesse il sistema metrico decimale, era la tesa, la quale si 
divideva in 6 piedi, il piede poi in t a pollici , il pollice in la linee , la linea in 

1 2 punti. Ora però il metro è la unità di misura in lunghezza presso i Fran- 
cesi che si divìde in parli deamali. Presso noi Napolitani la unità di lunghezza 
è il palmo {**), che prìma della introduzione del sistema metrico decimale, si divi- 
deva in 1 a once , e l' onda in 5 minuti; la lunghezza poi di 8 palmi formava la 
canna , mentre ora Incanna òdi 10 palmi. Nella Toscana il braccio (***) è la 
unità di lunghezza e si divide in ao soldi, e il soldo in la denari ; cinque brac- 
cia formano la canna toscana. 

La unità di superficie die serve a misurare la estensione dei campi , e la 
grandezza dei terreni è in Napoli il moggio, il quale prinu del nuovo sistema arca 
3o passi di lunghezza ed altrettanti di larghezza , essendo ciascun passo uguale a 

pa'mi 7 Y (♦♦♦*), e però veniva a formare un quadrato avente por Iat0220 palmi; 


(*) La lesa è uguale a metri Dietro poi c la dicdttiiÌtonc»iiM parla dd qitarlo 

(IH CDCi'i<liauo Icrrerlie. 

(**) Il palmo c U »etleiBtlIe»ima parte di un minuto primo dtl grado medio del nieri> 
diano tcire>tre cqiiiraletite alta •ellemitletima parte del miglio gcograiiro italiano t o miglio 
nauliro di a grado | loo oictri uguagliano Ì 78 palmi ^ donde ti deduce il patino ug'ialr a 
0 , di metro. 

(***) Il metro corriiponde a«l i luaccio, 14 ioidi, c denari omia a braccia t, 7i)43| 

id il braccio a o, 5836a di metro. * 

(***') Il Doatro poeto itinerario, che è la m'Ilreima parte del notlro miglio, ebeé il nau- 
tico, t dircrsA dal patao regulatorc delle minre agrarie del Regno, giacclM il pa«ao itinera- 
rio c di «oli 7 palmi* 
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crii però il moggio ò un (|uadralu clic ha |h'|' lato loo palmi , ed ù divito in parli 
decimali. In Toscana il ótaeeia quadrato è la unità suporGcialc che si divide co- 
me il braccio lineare in soldi, e di^oari quadrali. In Francia prima usavasi la te»a 
quadrata por unilà di supcrGcie divisa come la lesa lineare in piedi, pollici, lineo, 
e punii quadrali ; ma al presente la unilà di superGcic presso i Francesi dicesi 
ara ed è un quadrato che ha perlaio il decnnitiro equivalente a dicci moiri. 

Le nnità di capacilà per i liquidi soro d :e in Napoli. Per F olio la unità di 
misura è lo staio diviso in i6 quarti, e ciascun quarto in 6 mùurelli. Una sai- 
ma componesì di i6 sloia. Giusta però la nuova legge dei 6 Aprile i 84 o intorno 
ai pesi ed alle misure , l'olio è misarato a peso, e solamente pei commercio a mi- 
nuto è permesso misurarlo a capacilà. Pel vino la nnità di misura è il barite , il 
quale anche adesso è divìso in 6o earajfe. Il solo barile è la unità dì capacità per 
i liquidi in Toscana e si divide pel vino in io^fiasehi e in 1 6 per Toliu. La tesa cu- 
bica in Francia era la unilà di capacilà per i liquidi con le divisioni e suddivisioni 
della lesa lineare, esse por cubiche; ma ora il litro è la unità di capacità per i liqui- 
di, ed è un cubo ebe ha per lato la decima parie del metro. 

Le misure di capacilà per ì lìquidi sono in Francia le medesime che per gli 
aridi. In Napoli però la unità di capacità per gli aridi è diversa da quella dei li- 
quidi : essa dicesi tomolo dividesi in 2 mezzette, o in 4 puor/e, ovvero in e4 
misure. Per gh aridi il sacco in Toscana è la unilà di misura , e si divìde in 3 
stata. 

La unità dì peso in Napoli è il rotolo che prima della snccennala legge per 

la maggior parte dei generi che ai contrattavano a peso si divìdeva in once 33 ^ 

in modo che lOo once venivano a formare 3 rotoli. Un peso di cento rotoG dicesi 
eanlaio anche adeso che il rotolo si divide in parG decimali. Per non pochi generi 
però per unità dì peso osavosi la libbra che si divideva in I2 once (nguali a quelle 
del rotolo) ; l'oncia in io dramme , la dramma in 3 scrupoli , lo scmpolo in 
20 acini o qrani. Ora la libbra è presso di noi abolita ed invece si è sostitnìlo il 
peso di 36 centesimi dì rotolo. 1 Francesi ancora la onìlà di peso chiamavano A' 4 - 
bra , la libbra divìdevano in 2 marchi, il marco in 8 once, l'oncia in 8 grossi, 
il grosso in 8 denari , il denaro in 24 grani. In parecchie altre parti la nnità di 
peso appellasi ancora libbra che dividesi in modo diverso da quello con cui noi ed 
1 Francesi la dividevamo. 

Da ultimo la unilà di moneta in Napoli è il ducato che anche prima del nuo- 
vo sistema metrico decimale si divideva in parli decimali. Appo i Toscani è la lira 
la unilà di moneta, che sì divìde, come il loro braccio, in 20 soldi eie denari. I 
Francesi invece della lira hanno ora per unilà di moneta il franco che dividono 
in partì decimali. Il ducato Napolitano equivale a franchi 4, 26. 

69. Passo ora a dire alcuna cosa inloroo alle quattro principali operazioni 
sulle frazioni delle nnità di pesi e di misure. Per sommare 0 sottrarre fra loro , c 
per mollifiìcare o dividere per qualche numero le frazioni delle unilà esprimenti 
|>esi c misure, dovremo far uso di quei metodi stessi per noi usali con lotte lo al- 
tre della medesima specie ; giacche anche le parli nelle quali dividiamo I' ora, il 
minalo primo , la libbra , 1' oncia , ec. sono eifetlivamenle frazioni a cui per que- 
sto solo non apponiamo denominatore perchè già si sa quante di esse tacciono 
d'uopo per formare quella che è prossiiiiamente maggiore. 
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70. Soggiungo primieramente 

alquanti esempii di somma 


3 C* 

25 ’ 47" , 3 


4 '' 5 ’ 

6". 5 

49 

. 33 . 28 , 0 


II . 7 . 

43 , S 

55 

. 3 i . 4 g , 8 


8 . 24 . 

56 , 0 

i 4 i 

. 3 i . 5,1 

• 


23 . 37 . 

45 , 9 

tese piedi 

pollici linee 

punti 

canne palmi 

once minoU 

i 3 . 3 . 

Il . IO . 

1 1 

la . 7 . 

Il .4 

5.4. 

IO . 9 . 

0 

4.3. 

9 . 5 

1.2. 

3 . 4 . 

0 

5 . 

0 . a 

4 . 

0 . II. 

4 

3 . 0 . 

3 . I 

21 . 3 . 

2 . ir . 

3 

21 . 1 . 

7 . 0 


G>tnÌDCÌando sempre dalla destra, nel primoesempto si rianiranno prima i de> 
cimi di minuto secondo , e la somma sarà 1 1 , che eqoivale ai”, i. Segnando 
I al luogo dei decimi si ritenga il minuto secondo per aggiognerlo con gli altri 
minuli secondi che si trovano nella colonna che segue ; la somma di questi sarà 
perciò uguale a inS , da cui togliendo ino minuti secondi che formano a minali 
primi , il resto 5 si segnerà al suo luogo, e i 2 minuti primi si riterranno per som* 
morii insieme con i minuti primi che vengono nella colonna seguente ; sicché la 
somma dei medesimi sarà ^1 che equivale ad un grado più 3 i minuti primi. Scri< 
vendo questi sotto la propria colonna si trasmetta il grado nell’ altra seguente che 
contiene ì gradi , dei quali la somma sarà perciò ugnale a i 4 i- Con analoghe ri* 
duzioni si farebbe l' addizione nel secondo esempio essendo l'ora suddivisa in mi- 
nati primi e secondi cnme il grado. Nel terzo esempio essendo i 5 la somma dei 
punti, 3 soltanto rimarranno nel proprio luogo, e gli altri 12 formando una linea 
aumenteranno di nno il numero tielle linee. Si otterranno cosi 35 linee che daran- 
no due unità al numero dei pollici , e lasceranno 1 1 nel proprio luogo. Nella me- 
desima guisa i 26 pollici che quindi si produrranno, daranno due unità al nume- 
ro dei piedi c lasceranno 2 -da segnarsi nel proprio Ino^ : i i 5 piedi dne nnità 
daranno al numero delle tese e lasceranno 3 da scriversi sotto la propria colonna. 
Finalmente la somma delle lese sarà 2 1 . Riuscirà ora agevole ad ognuno il ri- 
fare la somma nel quarto esempio , rammentandosi della divisione e suddivisione 
della canna napolitana in palmi , once , e minuti. 

7 1 . La sottrazione si eseguirà come nei segnenli esempii 



*•* 

lire 

Soldi 

denari 

aa** 2 i’ 

46 ", 5 

655 

a l 3 

. 4 

4 . 3 o 

. 37 , 8 

3 o 

. 16 

. 8 

17 . 5 i 

. 8,7 

624 

16 

' 8 


Bla a togliere qualunque diflìcoltà , dovrà in generale avvertirsi che , inco- 
minciandosi la operazione sempre dalla destra, ove alcuna delle partì del sottraen- 
do ecceda le rispettive nel minuendo , si farà ricorso alle parti che vengono dopo 
nel minuendo medesimo, onde avere tante parti della classe di quelle da sottrarsii 

A'o/.J. 7 
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qoaole bastino a rendere possibile la sottrazione. Cosi nel primo esempio non po- 
tendosi togliere 5 decimi da 8 « prendasi uno dal numero dei minuti secondi che 
vale IO dedosi , e da i 5 sottraendo 8 rimarranno y- Similmente non potendosi 
togliere 3o dai ai minnli primi, si prenda dalle ore uno, che vale 6o minuti pn- 
mi , e da 8 1 si sottragga oo , avanzeranno di residuo 5 i. 

ya. Per cib che si spetta alla molliplicaaione , sia in primo luogo da molti- 
plicarsi il numero 

palmi once minali 

3.9.4 


per r altro a y . Poiché 9 once valgono ^ di palmo, e 4 minuti ^ di oncia, ov- 
vero di di palmo , oguali a ^ di palmo, il moltiplicando si esprimeràcon 
3 piò la somma delle frazioni e ^ • Ora le frazioni e ^ sì riducono 
a e e queste ridotte prima al medesimo denominatore e quindi fra loro 
aggiunte danno Sarà dunque il moltiplicando espresso per 3 ovvero per 
. Eseguendo (Sa) la moltiplicazione di per a-j , ossia per , otter- 
remo il prodotto , i cui termini divisi due volte per a lo muteranno 
in . Da questa frazione estraendo le unità intere che vi si contengono , si 
giugnerà ad avere 10^ , e però il prodotto cercato sarà io palmi più— dì pal- 
mo. Ma ~ di palmo uguagliano ^ di oncia ripetati i a volte, uguagliano cioè once 
S P ; e p di onda equivalgono u p di minato presi 5 volte, cioè a p ossia a 
^ di minuto. Adunque il prodotto di palmi 3 , once 9, e minuti 4 per a y ag- 
guaglia 


palmi once minuti 
IO . a . o-j 


Vogliasi in secondo luogo moltiplicare o” 59' 8 ", 33 per 365 , a 4 aa 5 . 
Poiché 59’ valgono^ di grado, e 8 ” , 33 uguagliano di minuto primo os- 
sia di grado, potrà, riducendo le due frazioni ordinarie ^ in dedma- 


lì , il moltiplicando 0° Sg’ 8" , 33 rappresentarsi ancora per 0° , 98564. Ese- 
guendo quindi la moltiplicazione di 0° , 98064 per 365 , 24a25 , troveremo il 
cercato prodotto uguale a Sog" , 99y3y. Avvertasi però che 0, guydy di grado 
equivalgono a o, 99y3y di minuto primo moltiplicati per 60 , cioè a aire forma- 
no Sg' , Sdeu. Siiiiilmenle 0 , 84^2 di minuto primo cumpongouo 5 o" , 53 z. 
Sarà dunque il prodotto di 0" 5 g' 8", 33 per 365 , 243z5 ancora espresso per 
359 “ 5 o’ 5 o”, 532 . 

7 3 . Che se il numero 
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palmi once minuti 

3 • 9 • 4- 

Totcsse dividerti per 2 ^ , dovrebbe la fraxione ^ dividersi p«r 1 ’ altra |* , 
11 quoziente adunque sarebbe uguale al prodotto di per cbe è da 
cui estraaido gl’ interi , oUerrassi i . Con un ragionamento del tutto analogo 
a quello fatto nei nomerò precedente si dimostrerà la frazione di palmo ^ ugna* 
le a 5 once e -g- di minato. Adunque il quoziente cercato sarà i palmo, 5 once, 
e 7 4i minato. 

y4. Le frazioni di grado e di ora espresse per minati primi e secondi sì di» 
videranno per qualsivoglia numero senza veruna difficoltà ridacaido prima io 
parti decimali , come il dividendo, così puro il divisore , ove questo fosse una fra* 

zione ordinaria. Cosi se o° Sq’ 8 ” , 33 volesse dividersi per |> , si dovrebbe per 

o, 66666 dividere o”, 98664 , ed il quoto sarebbe 1 °, 3z847 > ovvero ancora 

1“ 191’ 42' , 492. 

76 . Nel dare ora compimento a «piesto piccolo trattato di Aritmetica, credo 
far cosa grata ai giovani allievi, se qui presenti loro, come in an quadro, i'intero 
sistema metrico decimale francese ; e quindi aggiunga pare i cbversì articoli del* 
la legge dei 6 Aprile i84o, con cui si stabilisce in tutte le provincie del nostro 
fiegno il nuovo sistema metrico, il quale in ^an parte può dirsi decimale , per* 
che motte fra le principali misure vengono m esso stabilite con la divisione e 
suddivisione decunale. 


e 
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QUADRO GENERALE 

DEL SISTEMA METRICO DECIMALE FRANCESE 


NOMI SISTEMÀTICI. 

VALORI, 

MllirKI 91 iuJICBXSZA. 



DiedmOa metri. 

Mille mdri. 

Cento metri. 

Dieci metri. 

Uoiti fonilamentalc dei pcaì e delle miatiie. DiecimiUonMi* 
me parte del qoarto del meridiano terrestre. 

Decimo del metro. 

Centesimo del metro. 

Millesimo del metro. 




; KSTBO * 

! 

Decimetro 

CcQlimetro 

MUlimdro 

MISCBK AOBAKIB. 

Ettora.. 

Cento are, o loooo metri qnadrat!. 

Cento metri oaadrati, quadrato di dieci metri di lato. 
Cealeaimo dclT ara^ o metro quadralOs 

aka 

Ccntiara 


MUDSI DI capacita 


per i lijuùU e per gli aridi. 
Ctiilolilro 

Mille litri. 

Cento litri* 

Dieci litri. 
Decimetro cubo. 
Decimo del lilro* 

1 Ettolitro 

Decalitro 

LITIO a. a 

1 Decilitro 

macai oi soiiditi. 

Decastéro 

j friao 

Deciaiéro 

Dieci sidri. 

Metro cubo. 
Decimo dello sidro. 

Pili. 

Mille chilogfnmmi , peso del metro cubo di acqua e della 
tonnellata di mare. 

Cento cliiloframmi , quintale metrico. 

Mille grammi Pe^o nel vuoto di un decimetro cubo di a* 
equa dUtilUla alla temperatura di 4 gradi del termome- 
tro cenlifrado. 

Conio grammi. 

Dieci grammi. 

Peso di un centimetro cubo dì acqua a 4.® centigradi. 

Decimo del grammo. 

Centesimo del grammo. 

Millesimo dd grammo. 


GBU.06aAIOH> 

Ettogrammo 

DccAfirammo 

Deciframmo 

’ Ceotif ramino 

1 Miliìirramiiio ...a 

J MOHBTI. 


PBABCO 

1 Decimo. 

‘ Centeaimo 

Cinque grammi di argento a o, 9 di fino. 
Decimo del franco. 

Centeaimo del franco. 
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ARTICOLI DELLA LEGGE DEI 6 APRILE i84o. 


Abt. I . Le misure ed i pesi di Napoli (Capitale) con i moUiplici e summoltipli- 
ci stabiliti negli articoli seguenti saranqo comuni a tutte le provincie di questi 
nostri reali domimi. 

Art. 2. La base dell' intero sistema, il Palmo , è la scttemillesima parte 
di un minuto primo del grado medio del meridiano terrestre, ovvero la seticmil* 
lesima parte del miglio gcograCco d’ ItaUa , o miglio nautico di sessanta al gra- 
do medio del meridiano medesimo. 

Esso sarà diviso in parti decimali , e dieci palmi costituiranno la Canna, 

La canna lineare, fa canna quadrata, e la canna cuba sono le unità di mi- 
sura di lunghezza , di superGcic, e di solidità per tutti gli usi. La prima è uguale 
a dieci palmi lineari , la seconda a cento palmi quadrati , la terza a mille palmi 
cobi. 

Rapporto col sistema metrico decimale ( francese) : cento metri uguagliano 
trecento scltaulotlo palmi , e quindi un palmo è ugnale a metri o, 26455. 

Art. 3 . La unità superficiale delle misure agrarie sarà il Mojqì-) di diecimila 
palmi quadrali , o sia un quadrato che abbia uno dei lati cento palmi , o canne 
dieci. 

Esso sarà diviso in parti decimali. 

Art. 4 - Il Tomolo è la unità delle misure di capacità per gli aridi. Esso 
equivale a tre palmi cubi, e si divide in due mez^ieUe , o in quattro quarte , n 
pure in ventiquattro misure , ciascuna delle quali uguaglia il cubo del mezzo 
palmo. 

La misura dogli aridi sarà praticata sempre a raso , e non a colmo. 

Art. 5 . Il Barile è la unità delle misure di capacità per alcuni dei liquidi , 
come il vino , l’aceto , l’acqua , ec. , e si divide in sessanta caraJJ'e. 

Esso equivale ad un cilindro retto del diametro di un palmo , e di tre palmi 
di altezza. 

La Botte si coninone di dodici barili ; ed è perciò uguale ad un cilindro 
retto di tre palmi di diametro , c quattro palmi di altezza. 

Art. 6., L'olio sarà misurato sempre a peso ; a cantala, a rotola, cd a fra- 
zioni decimali di rotolo. 

Pel commercio a minuto potrà misurarsi a capacità : le misure dovranno es- 
sere di figura cilindrica e corrispondenti al peso di olio che debbono contenere al- 
la temperatura di 20" del Urmomctro centigrado. 

Art. 7. Il Rotolo è la unità di misura per i pesi , e si dividerà in parti de- 
cimali : la sua millesima parte è il trappeso. 

Il Cantaro si compone di cento rotola. 

Rapporto col sistema metrico decimale (francese): un rotolo è uguale a chi- 
logrammi 0, 890997. 

Un palmo cubo di acqua distillala pesa in Napoli , nell’ aria , rotola venti 
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ctettecenio trentasei irappem alla tcmperatara di i6”, i44 del termomelro centi- 
grado , ed alla preauone Mrometrica di palmi 2,865 (setlanlaaei oenlimetri). 

Abt. 8. Sarà tollerato per ora, e sino a nnova dispoaizione, che per i soli mi 
farmaceutici sia adoperato il peso della libbra colle sue attuali suddivisioni. 

Ir* Abt. 9. Il nostro Ministro Segretario di Stato degli aflari interni farà co> 
slruire i campioni del sislema metrico come sopra sanzionato , dei quali una serie 
completa dovrà essere depositata e conservata in ciascuno dei capoluoghi di pro- 
vincia c di distretto. 

Por la figura e le dimensioni dei diversi campioni come anche per la materia 
nella quale duvrauno essere costruiti, e per tutto altro che potrà riguardare la ese- 
cuzione della presente legge, e l'andamento di questo ramo di pubblica ammi- 
ristrazione , lo stesso nostro Ministro Segretario di Stato presenterà alla nostra 
approvazione tutti i regolamenti che stimerà neoessarìi. 

Curerà pure che sieno compilate le tavole di rapporto delle misure di sopra 
stabilite con qnelle sinora adoprate in ciascuna provmcia 0 in ciascun comune , 
f»me potrà occorrere. 

Akt. i o. Oltre alle serie di campioni dell' articolo precedente , in ciascun 
capoluogo di provincia , in un posto garantito da ogni pericolo di alterazione , 
saia esposto al pubblico il campione della mezza canna , 0 del quintuplo palmo , 
base dell intero sistema, in metallo rosso , incastralo nel marmo, ed infisso in un 
solido muro, con le sue divisioni e suddivisioni decimali perchè possa ognuno con 
comodità ed a piacimento misurare la lunghezza di tutto 0 parte di esso , secon- 
do il bisogno. 

Abt. 1 1 . a cominciare dal primo del ventnroanno mille ottocento qnarantnno 
tutte le autorità, e tutte le pubbliche amministrazioni non potranno adoperare al- 
tri pesi , ed altre misure , che quelle sanzionate colla presente legge. 

Sarà solamente permesso a tutto l'anno mille ottocento quarantacinque, cioè 
por cinque anni, di far uso nelle contrattazioni Ira i privati dei pesi e delle misure 
delle quali potrà mai convenirsi , purché però sieno precisamente enunciate nello 
stesso contralto , e le cifre che le rappresentano sieno immediatamente seguite dai 
Tulori corrispondenti nel sistema metrico stabilito negli articoli precedenti. 


FINE dell’aritmetica. 
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li il 

CAPO li 

DELLE FBIVB OPEEÌ.ZIONI DELL* ALGEBRA. 


yfi. della parte delle matematiche , che tutta si versa intorno alla quantità 
numerica, senza riguardo veruno alle differenti specie della quantità medesima, 
dicesì Algebra. Per verità la considerazione dei numeri forma I’ abbietto pro- 
prio dell' Ariliuelioa ; ma in questa non si considerano che casi parlicoinri , lad- 
dove nell’ Algebra le questioni sui numeri risolvonsi in generale senza che Ga bi- 
sogno in ciascun caso particolare imprendere un nuovo calcolo. Ed è perciò che 
i numeri nell' Algebra si dinotano non solamente con le cifre arabe, di cui si fa 
uso neir Aritmetica , ma eziandio con le lettere dell'alfabeto. Domandandosi 
per modo di esempio quali sono quei numeri di cui la somma è 5, e la diiferenza 
è 3 ; rAritmctica risolverà questo problema in particolare , c per altri sim'di , in 
cui la soiniuu e la diiferenza dei numeri cercati è diversa , farà mestieri s'istitui- 
scano nuovi calcoli al primo ^del lutto conformi. Per l'opposto nell’Algebra lo 
stesso problema si propone géneralmente nella seguente guisa : data essendo la 
somma a c la differenza b di due numeri a; ed y si domanda conoscere quali 
sieno questi numeri ? ed il calcolo che per siffatta ricerca s' istituisce servirà per 
iuiiniti casi particolari , non dovendosi fare altro per un caso particolare q^ualun- 
que clic sostituire ad a e à nella soluzione generale i numeri corrispondenti a 
questo caso. Moltissimi altri pregi adornano l'Algebra per cui a fatta ragione si 
distingue dall' Arilmi-tica ; i principali però sono i.°il condurre con pron- 
tezza mirabile a risullamenti che ben di rado si otterrebbero con l'Aritme- 
tica senza lunghe operazioni ed incerte ; 2 .° lo esprìmere che essa fa con singo- 
lare semplìcilà questi risullamenti medesimi , mentre l' Aritmetica non saprebbe 
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senza molte parole indicarli ; 3 .° finalmente il risolvere nna infinità di qaestioni 
intrigatissìme, alle qnali non è permesso in modo alcuno di giugnere alla co* 
muDc Aritmetica. 

77. Nell’ Algebra col segno -f- si esprime l’ addizione , con l’altro — la sot- 

trazione , in guisa che il segno -f* posto innann al numero b dinoti che b si ado- 
pera ad aumentare nn certo numero a , ed il segno — posto innanzi allo stesso 
numero b indichi che serve b a diminuire a. Che però 1 segni -f- — modificano 
il significato dei numeri ai quali si rircriscono, e potilici diconsi quelli che sono 
affetti dal primo , gli altri coi si promette il secondo. Adunque una 

data grandezza in quanto si paragona con un' altra che sia deila medesima spe- 
cie e si prenda come unità di misura, può esprimersi per un vero numero (1); in 
quanto poi si adopera ad aumentarne o diminuirne un’altra, dinotasi per un 

' nnmero positivo 0 negativo. I numeri tutti cui niiin dei segni -j premettesi , 

si riguardano come positivi; sicché, come pcr-}-^ , tìosì ancora per b, si potrà rap- 
presentare un numero positivo qualunque. Finalmeule i numeri -\-b e — 4 , che 
hanno il medesimo valore b diconsi opposti fra loro. 

78. Dal detto conseguita che la espressione o-f -4 significherà che il nnmero 
b è aggiunto ad a ; significherà cioè la somma di a e 6 : essa si pronuhcia a pii* 
b. Cosi pure a-|- 4 -{-c vorrà dire che i numeri b c c sono ambedue aggiunti a<l 
a, si esprimerà cioè per a-\-b-\-e la somma dei tre numeri a, b, c. Se ad a do- 
vesse aggiugnersi a invece di a-|-a si scriverebbe , c per la convenzione me- 
desima sarebbe 2a-f-a-|-a=2a+2a=4'»* 4'V+«+2(7=7rt , ec. dove il segno 
= dinota ngnaglianza. I nnmerì arabi posti innanzi a quelli che si rappresen- 
tano con le lellcrc appcllansi eoefjicienti. Cosi nelle quantità 2a, 4 <>> 7'''> ' i’"* 
meri a, 4 , 7 diconsi coefficienti di a. Allorché poi una lettera manca di coeffi- 
ciente s’intende che essa abbia la unità per coefficiente ; infatti a=ia, ma la n- 
nilà sempre si tralascia. 

7g. La espressione a — b si legge a metto b : essa significa (77) che il nu- 
mero a si ò diminuito di b ; rappreseutasi cioè con a — b In diflcreiiza ovvero il 
residuo che si ottiene dal sottrarre b da a. Parimente a-J- 4 — e vuol diro che il 
nnmero c si è sottratto dalla somma dei due numeri a c ò. Quindi conseguila che 
a— a=o , 2a-— a=sa, 5 a— 3o=2a, cc. Vicendevolmente sarà a — 2a= — a. 
Sa— 5a=-«2a, ec ; infatti far crescere un rerlo numero A prima di « , c poi 
diminuirlo del doppio di a vale lo stesso che diminuirlo soltanto di a , si ha cioè 
A'+a — 2fl=4— a, donde a— 20= —a; casi pure aumentare il numero A di 3 a, 
ed in seguito diminuirlo di Sa è lo stesso che diminuirlo di 2a solamente , sarà 
cioè A-f-Sa — 3 a=A — 2a, e quindi 3 a — 5 «= — 2a, ec. 

Mei sommare e nel sottrarre le quantità algebriche nian riguardo dovrà 
aversi all ordine con cui queste saranno scritte ; poiché .senza dimostrazione al- 
cuna suoi tenersi per evidente che a -|-4 vale lo sfesso che 4 -f-a , come ancora 
la espressione a- — b si suppone identica a — 4 -|-a. Tornerà però conto di attenersi 
per quanto si può all' ordine dell’ alfabeto. 

80. Il s^no X ovvero un punto posto in mezzo alle quantità a e b indica 
che a si moltiplica per b ; le formolo adunque aXb , a , b esprimeranno ambe- 
due il prodotto di a per b. Più comunemente però , ove altro non riebieggano le 
circostanze , il prodotto di due o più fattori s'indica col semplicemente unirli in- 
sieme : cosi delle espressioni ab, abe, abeti, ec. rappresenta la prima il prodotto 
(Ielle due quantità a, b, la seconda quello delle tre a, 6 , c, la terza quello della 
quattro a, b, c, d, ec. i coetiicicuti, allorché fra loro si moltiplicano le quantità 
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algebriche coi appartengono , «i motlipIiubaaaDO altresì fra loro con le comuni 
regole dell’ Aritmetica , ed il prodotto si porrà innanzi a quello delle lettere : 
esprimerà qnindi i 5 oà il prodotto di Sa per 36 , e ^aóe (jnello dei tre fattori 
6a , 4d « za. Anche qni dovrà avvertirsi che non si molerà il prodotto di due o 
di più quantità , qualunque sarà l' ordine che si terrà nello scriverle. Infatti (21) 
ab=zba , e quindi sarà abez=.bae~bca , dove il fattore a si trova snccessiva- 
mente il primo il secondo ed il terzo , e l’istesso potrebbe essere di uno qualun* 
que degli ahri due. Per la ragione medesima sarà pure abcd=bacd=òeaJ= 
—beda ect 


81. tiU divisione di a per b dinotasi con 


a 

b 


ovvero con a: b. Se un pro- 


dotto qualunque ab voglia dividersi per uno dei suoi fattori b , il quoto sarà l’al- 
tro fattore <1 ; infatti la quantità a moltiplicata prima per b e poi divisa per b 

si rimarrà la stessa ; sarà dunque e per la ragione medesima — = ab, 

aaa ... ... . 1». ' 

— =a , ec. Ove poi il dividendo e il divisore contenessero dei coeffidenli nume- 
aa 

rid , di questi si farebbe la divisione al solito : così volendo dividere 2'jabc per 
gàc si otterrebbe per quoziente 3 a. 

Le quantità algebriche diconsi templici o monomie quante volte non ven- 
gano divise dai segni -|- 0 — , chiamansi poi eompletse o polinomie quelle che 
composte sono di molte parti fra loro disgiunte dai segni -j- <> — • Ad esempio 
la quantità aà-f-3ac-p^«f-|-2e dioesi polinomio, c i termini à\ lei,doèaà, 3 ae, 
bjbd , 2e si chiamano monomii. Se il polinomio è composto dì due , tre , quat- 
tro , ec. termini con nome particolare appellasi binomio , trinomio , guatrino- 
mio, ec. 


8s. y olendosi aggiornerò insieme più quantità polinomie , ti dovran- 
no prima come le monomio unire fra loro con i segni che hanno , facendo 
in seguita la riduzione dei termini simili conforme al detto sopra (78. 79). 
Se per esempio ha-\-2b — 3 e dovrà aggingnersi a Sa — Sb•^-’]c, si otterrà per la 
somma 4 <iTa^-^ 3 e+ 5 a — Sb^^■^e=:^a — 3 b-^hc- Ma per più di agevolezsa 
tornerà meglio scrivere le date quantità una sotto dell’ altra situando nella me- 
desima linea verticale ì termini sìmili. Sì abbiano per esempio i tre polinomii 
aa-\-h(ib-\- 3 bb~h , iaac-\-%ab — 3 bb-\-og , aac — i 3 ab — Sbb — A — A-f-àc, 
disponendoli come segue 


aa -f- httb-^ 3 bb~ A 
•Joac-^ 8 ab— 3 bb -^2g 
aac — i 3 ab — Sbb — A — k-\-be 

sarà la somma = aa-\- 8 aae — ab — Sbb—2h-\-2g — k-\-be 

Sarà ben fatto il s^giugncre qnì un altro esempio per maggiore esercizio 
dei giovani. Propongami a sommare fra loro le quantità polinomie Ats 3 àc -{- 
-+-7<?(A— &c, 2bc -\-ee — ^cd-^2k-\- i2x. Sa — lce-^2cd — k — 4 y, 
abe — I led -|- i4A + jy , ^ponendole come qui segue 


yoi.i. 


8 
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So 

^a-\-ibe + ““ ^ 

ce — ^cd-\- 2fc+i2® 

Sa — \ec-\- %cd— k — 4y 

2 Ìe —iied-\-iik 4"7y 

si giagnerà alla lor somma = 90-1-7^0 — 3ce — iu?</+i5fc+ ^-\-'óy 

83. Allorché da a si sottrae 6 il residuo sarà a— (79). Suppongasi ora 
c-he da a si voglia sottrarre non 6, ma 6 — e che è minore di 6 per quanto vale tf, 
il nuovo residuo dovrà certamente essere maggiore del primo residuo a—ò per 
quanto è grande la quantità c; sarà cioè a—o-\-c il residuo della sottrazione di 
ó — c da a. Oippiù se a volesse diminuirsi non di ò — e < ma di ò-c-^d mag* 
giore di 6 — c per quanto vale d i per quanto vale d dovrà questo terzo residuo 
essere minore del secondo a—6-\-c ; sarà dunque a — é+e — d il residuo della 
sottrazione di 6—c-i-d dalla quantità a. In generale potrà stabilirsi la seguente 
proposizione. Per tottrarre da una data quantità un polinomio qualunque , 
farà d uopo mutare prima a questo tutti i suoi segni ■, e quindi sommarlo 
con la quantità proposta. Se per esempio dalla quantità aa-^^ab—^bb—hk 
dovesse sottrarsi l' altra 2 oa — ab — ibbà^h — k , mutando tatti i segni a questa 
ultima , essa diventerebbe — 2 oa->cab-\-ibb—h-\-k che aggiunta alla proce- 
dente, come qui segue 


ao^bab— 3bb—Ak 
— 2aa-|* ab-^-'òbb — d-f-i 

— aa-\-5ab —hk — A-\-k 

la somma — aa+5oA— - Ak A -f k souiiDinistrorebbe il cercato residuo. 

Per nn secondo esempio sìeno da sottrarsi insieme i due polinomii 2 abb-\~ 
-|-5é<rc— 5«y , — ’]abb-^^bec—fnx-\-q dal seguenlc altro Sató+iadcc-ì- 
+4»»*4-«y ; operando come qui si vede 

5oW-H «y 

— 2 abb — ìibcc -\-ony 

labh — 9Vc-f- mx — •/ 


looAA-J- éf(~|-jwx+fi»y — '/ 

si otterrà totdib-^bce^'ómx-\-&ng — q pel domandato residuo. 

84. Volendo moltiplicare a per c si otterrà il prodotto ac (80). 

Quindi I se per e faccia d’ uopo moltiplicare a-^b , il prodotto sarà 
uc-f-bc. Infatti moltiplicare a+d per c significa ripetere a-f-A per un numero 
di volte uguale a c. Ma l' istesso è ripetere a-^b per un numero e di- volte , 
die ripetere c volte ciascuna delle parti di a-f-A e prendere dopo la somma dei 
l'isullamentì. Adunque ac-Irbc sarà U prodotto di a-f-A per c. 

2.* Se per c+rf debbasi moltiplicare a-j-b , il prodotto sarà «c-j-Ac-f* 
-f-ad-i-b.l. Perocché il risultamento medesimo si otterrà ripetendo a-\-b per uu 
numero di volte ugnale a c-{-d , che si otterrebbe ripetendo a-f-A prima per c 
volte , poi per d volte , e dopo questo aggiugnendo fra loro ì due prodotti par- 
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ziali ae^be, ad-\-bd (r.”). Ma la somma di questi prodotti (82) agguaglia 
ac^bc-^rad-^rbd. Donque cc. 

3 . " Se si proponga a moltiplicare a—b per e , il prodotto sarà ae — be. 
Per verità se ae esprime il prodotto di a per e , il prodotto di un numero mi- 
nere di a della quantità b , il prodotto cioè di a — b pel numero e dovrà essere 
espresso per una quantità minore di ac per quanto vale b ripetuto e volte, ossia 
per quanto vale il prodotto bc. Sarà dunque ae — be il prodotto di a — b per c. 

4. ” Cercandosi da ultimo di moltiplicare a — b per c — d , si giugnerà ad 
ottenere il prodotto ac — be — ad-\-bd. Infatti moltiplicando a—b per c solamen- 
te si ottiene ( 3 .*) ac — be , il qual prodotto sarà maggiore di quello che si do- 
manda per quanto vale l’ altro ad — bd che si ha moltiplicando a — b per d ; poi- 
ché non si cerca qui il prodotto di a — b per c solamente , ma per e diminuito 
di d. Adunque il residuo della sottrazione del prodotto ad — ^t/dall’altro ac — be 
sarà il giusto prodotto di a—b per e—d. Ma ( 83 ) questo residuo è ae — be — 
—cut-^bd. Dunque ec. 

85 . Dal detto finora senza la menoma dìEEcollà si dedurranno le seguenti 
proposizioni intorno alla moltiplicazione dei numeri positivi e negativi. 

1.' È sempre posilivo il prodotto che si ottiene moltiplicando tm nume- 
ro posùitq per un altro ancK esso positivo. 

a.‘ È sempre negativo il prodotto che ti ha moltiplicando un numero 
positivo per un numero negativo. 

3 . ' È altresì negativo tl prodotto che si ha moltiplicando un numero ne- 
gativo per un numero positivo. 

4 . * E finalmente positivo il prodotto di due numeri che sieno affetti 
ambedue dal segno negativo (*). 

86. In virtù di queste proposizioni, e da lutto quanto è stato detto nel numero 
84 di leggieri rilevasi il metodo , che si vuol tenere nel moltiplicare fra loro le 
quantità complesse , lo che di vantaggio verrà compreso nella seguente proposi- 
zione. Per eseguire la moltiplicazione dei polinomii farà mestieri moltipli- 
care ciascun termine del moltiplicatore per tutti i termini del moltiplicando, 
avvertendo di preffgere a ciascun prodotto di un termine per l’ altro il se- 
gno -f- ovvero il segno — secondo che attesti termini sono affetti dal me- 
desimo segno ovvero da segni diversi. Si otterranno in siffatta guisa tanti 
prodotti parziali guanti sono i termini del moltiplicatore ; presa guindi 
la somma di guest* prodotti si otterrà il prodotto totale cercato. Per darne 
nn esempio sia da moltiplicarsi il polinomio za-f-id— 20 per l’altro a-f- 3 d— c; 


(*) Snppopeodo la prima di i]^ueite (quattro propotitioni abbatUnxa cTÌdriilr prr se 
Ectima , ecco io qual modo alcuui autori dimottrauo le altre Ire. Volt itdnsi inoUiplicarc 
|>er y il prodotto dorrà esseri; uguale a aero « eaMndo aero il moltiplicando ; ma od molti* 
plicare il primo termine a del moltiplicando per h si ha ab > dnrKjuc col moUiplicarc l‘ altro 
thernioe —a per b si dorrà nrccssariameote conaeguire —ab , allrìmcnti noti putuhbc essere 
aero il prodotto di a— a per à. 

Siioìtroeole le rogliaai a moltiplicare per à*— à, il prodotto dovrà estere nlt—ab. Peroc- 
ché easendo acro il moliiplicalorc , tale cxiandio dovrà essere il prodotto. Ma a muUiplicato 
per b dà ab. Adunque a moltiplicato per —b farà d'uopo che sia uguale a —ab- 

Per ultimo aia da moltiplicarsi b—b per —a. Moltiplicando per —a il primri termine b, 
ai otterrà —ab. Adunque ab aaià il prodotto di —b per y doTcndo il prodotto tcUlr rtij 
aoirc wgaale • aero , come è aero il multipltcaodo. 
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Krirecdo qaeslo sodo il primo la operazione si eseguirà come qui si scorge 

moltiplicando.. 9a + 4à — «c 
moltiplicatore., o -j- 3à — c 

I 

aoa+ h^h—iae ' 

-j- 6oà -J-iaàà— 6à<? 

— 2flC ■ . :■) 


prodotto totale cercato.. 2aa-f*iooà — 4ac+i2àà-^ioàc+2CC 

Soggiognerò qui alcuni altri esempii per esercizio. 

<ra-4*2aà -f- bò 
a b 


aaa-i- 2 aa 6 -f- abb 

aab-^^abb-^-bbb 

aaa^iat^-{-iabb-{-bbb 

Accade sotcdU Tolte che la moltiplicazione di doe o di più quantità complesse 
non debba esegnirtH ma «bbene accennarsi soltanto. In siffatte circostanze so- 
gliono gli analisti dei diversi fattori ciascono racchiodere Ira due parentesi. Cosi 
la formola (za-d-Sà— c) (Sa— 6à-f-c) indica il prodotto delle due quantità com- 
plesse 2a-+-36— c , 5a— , e (5aa — 3ad-|-àà) (4aàA— acc-|^) [bb — cc) 
rappresenta quello delle tre 5a«— 3a4-j-44 , l^abb — acc-\-dd , bb — cc. 

87. Nella divisione deve il prodotto del quoziente e dd divisore nguagliar» 
il dividendo. Quindi per la divisione dei numen, in quanto questi si considerano 
positivi c negativi, si ottengono le seguenti formole (81 . Si)) 



Donde conseguita la proposizione, il quoziente delta dirùione di un numero 
per un altro è positivo , »e ambedue i numeri sono affetti dal medesimo so- 
gno ; che se poi due numeri sono affetti da segai diversi , il quozimte del- 
ta divisione detC uno per V altro sarà sempre negativo. Hanno dunque luogo 
nella divisione dei numeri positivi e negativi quelle medesime regole ciie si vo- 
gliono osservare nel moIlij)licarli fra loro. 

Sarà tacile ora il dividere una data quantità complessa per un dato mono- 
mio qiialunijue. Propongasi per esempio a dividere il polinomio t\aabbb-\- 
-\-^aa'iti — .iubc pel monomio — 2ab , il quoziente si otterrà dividendo ciascuu 
termine del poiinemio per — 2ab ; sarà quindi (81) 

baabbb-\-%aabb-^ ^abe ,, „ , . 

= — 2000 — 6 ao -p 2C. 

i8. Allora diccsi un polinomio essere ordinato per qualche Icllers quando 


a-^b 
a — b 


aa-f-ab 

—ab—bb 


aa — bb 


a-fà 

o-j-d 


00-f- ab 
-f- ab^-bb 


aar^2ob-^b 
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nel sue primo termine «totengasi quella lettera il più delle volte, e negli altri gra- 
datamente meno. A questo modo il polinomio 

aaa -t* -f- a66 -4* 666 

è ordinato per a, e sarebbe ordinato per 6 ove scrircssesi nella maniera seguente 
666 -f- a66 -J- ao6 aaa. 

Che se piu termini contengono la medesima lettera nn ugnai numero di vol- 
te , dovranno considerarsi come nn solo. Infatti il polinomio per esempio 

aaa6—aaac-^aa66^aaec-i-a666—acee 

riducesi (86) a 

aaa (6— -e) -j- aa (66 — eé) -1- a (666 — eec). 

89. Ove propongati a dividere tm polinomio per un altro, prima ti or- 
dineranno am6edue per una medetima lettera , quindi ti dividerà il primo 
termine del dividendo pel primo termine del dicitore, ed il quoto ti noterà co- 
me nelP Aritmetica ( 36 ) ; pel quoto eletto ti moltiplicherà lutto il dicitore , 
ed il prodotto ti toglierà da tutto il dividendo, e notato il retiduo, il tuo pri- 
mo termine ti dividerà pel primo termine del divitore, ripetendoti la opera- 
sione medetima con C ordine tletto Jino alla fine. Eccone un esempio 

divisore dividendo quoziente 

a— 6 1 aaa — 3 aa 6 3 o 66 — 666 1 aa — noi -f- 66 

aaa — ao6 , 


— 2aad 3 ab 6 — 666 

— ■ Ma6 ia66 


a6b — 666 
a66 — 666 


o 

Poiché il primo fermine aaa del dividendo diviso pel primo termine a del divisore 
dà per quoto aa , ove aa fosse l’ intero quoto cercalo , dovrebbe il prodotto 
aa{a — 6) uguagliare il dividendo : or eta(a — 6)=zaaa — ao6 : non è duo(|ue aa 
l’ intero quoto che si domanda. Sottraendo pertanto aaa-—aa6 da tutto il divi* 
dendo si otterrà per residuo — ^aa 6 -{- 3 ct 6 o— 666 . Dividendo ora il primo termi- 
ne — %aa6 di questo residuo pel primo termine a del divisore conseguiremo 
— to6 pel secondo termine del domandato quoziente, il qual secondo termine sa- 
rebbe altresi l’ultimo, ove — %ab fosse l'esat lo qnolo del residuo — •iaa 6 -\- 3 a 66 — 666 
pel divisore proposto a — d, ove ci«'è il prodotto — zab(a — 6 ) fosse uguale a 
— 2aad-+-3«M — 666: ma — sa6(a — 6) iigiinglia — iaah-\-%a66. Non è dunque 
— lai l'esatto quoziente della divisione di — iaa6\-'6a66 — 666 per a— 6 ; 0 
quindi deducesi che il quoziente richiesto oltre ai termini aa e —ia6 dorrà eon- 
tenerno qualche altro. Togliendo ora — zaai-J-iaii da —2aa6-!r'ia6b—666 si 
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otterrà nn secondo residuo olA—bbb di coi il primo termine dÌTÌ90 per a darà 
per qoolo bb. Or bb(a — b)=abb — bòi ; sarà quindi sero il terzo residuo, e con* 
tegnentemente bb è quoto esatto della divisione di abb — bbb per a — b\ donde il 
(jDoziente della divisione di aaa—'iaab+3abb—bbb per a — b è aa—2ab-j-bb. 
Che però 

aaa — Saab + ^obb — bbb , ,, 

} = 00 — 200 4- bb. 

a—b 

90 . Nella guisa medesima si dimostreranno le formolo 

hhh + kkk 


i + k 


■ = AA — bk-^ kk , 


5eeJ'+5efffA—éfkl-~aigffAA+i3gAkl-~2kill_g^^, _ ^ 
*ef-~SgA+kb - 


delle quali la priina si ottiene con la segnente operazione 

4 + à 1 AAA-\-kkk I AA — Ak + 1tk 
AAA -j- AAk 


— Mà + kkk 
^AAk — Akk 


AhkJrkkk 

Akk + kkk 


0 


e r altra ricavasi nel modo che qui si scorge 

tef^SgA-i-ki \ 6eeJ^- SefgA— efkl—2iggAA-\-i3gAkl—2kkIi l3ef-i-’jgA—2ki 
6eejp— ^f/gA+Se/kl 

\AeJgh — Afjkl — 2 \ggAA-\‘\SgAkl — 2 kkll 
\Aefgh —2 iggAA^ ighU 


— Aefkl -f- ftghkl — zkkll 

—Arj kl -j- ^ghkl— 2 kkll 


o 

gì. Come nell’ Aritmetica (35) così nell’Algebra avviene sovente che una 
quantità non possa esattamente dividersi per un’altra, lo che ha luogo quante 
volte compiuta la divisione si ha un resto; pertanto farà mestieri io tal caso coo- 
■egoenlemcole a quanto si disse nel citato numero apporre nel quoziente una fra* 
zinne avente per numeratore il resto e per denominatore il divisore. Cosi per 
esempio si troverà 
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aa-^hb 

a-\-b 




zbh 
o+i4 ’ 




eomc ancora 


khh-\-^hhk-^Ukk-\-2m kkk 

Z,k = /54 + 2^* + W + ^» 

E qaì cado opportaoo il riflettere che siccome nella divisione esalta moltipli- 
cando il quoziente pel divisore si ha un prodotto uguale al dividendo , cosi quan- 
te volte non riesce esatta la divisione , sarà il prodotto del quoziente pel divisore 
insieme col residuo ugnale al dividendo. 

Suppongasi ad esempio che dividendo M per N si ottenga un quoto ed un 
residuo R, sarà 

^ . e quindi M = QN-\- R. 


CAPO II. 

DBIXE FBaziOn. 


^3. Allorché la divisione delle quantità algebriche non può esattamente 
eseguirsi, si dà luogo ad una frazione algebrica col semplicemente acccimame la 
operazione. In siffatta guisa non potendosi esattamente effettuare la divisione di 
a per d , di aa-\-bé per a-\-b , di aa — ee per aa-^bò , di bbb — abb per 
aa-^bb , ec. le formole 


a 

1 


na-f-dd 
a+d ’ 


aa — ee bbb — abb 

aa->rbb ’ aa-^bb 


ec. 


rappresenteranno frazioni algebriche. 

Dinotando adunque ogni frazione il quoziente della divisione del numerato- 
re pel denominatore, conformemente a quanto fodettonell'Aritmetica(38.!59.4z>), 
con molta agevolezza si comprenderà i .° che moltiplicandosi o dividendosi il nu- 
meratore di una frazione algebrica per una data quantità , verrà a moltiplicarsi 
■o dividersi per la quantità stessa tutta la frazione : 3.° ebe moltiplicaodosi o di- 
videndosi per una quantità data il denominatore di nna frazione , resterà questa 
divìsa o moltiplicata per la medesima quantità : 3.* che moltiplicandosi e dividon- 
dosi al tempo stesso ambedue i tmuini di una frazione qualunque , per esem- 
pio , per una stessa quantità k , per niente ai muterà il valore della frazione 
medesima ; sarà perciò 


a 

J 


ak 

Tk 


a: k 

T 7 T 


qS. Quantunque volte entrambi i termini di una data frazione contengane 
nn fattore comune, tornerà meglio per lo più il togliere questo fattore comune 
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mediante la divisione , perchè così la Trazione senza malare il valore addiven- 
ga più semplice. Le frazioni per esempio 


an-\-ab an~bb 
ab-\-bb ’ ab — bb 


sono ridncibili ad espressioni più semplici , |)oiehè amUo-liio i termini della 
prima contengono il fallurca-l-ii , ed entrambi quelli della seconda il fattoro 

a — d, per cui, senza alterarne il valore, la prima potrà segnarsi con ^ > e la se- 
conda con • Ad ottenere pertanto la più semplice espressione che possa 


prendere una frazione dovrà cercarsi il massimo cornane divisore del numeratore 
e del denominatore. Trovasi in generale il massimo comun divisore di due nume- 
ri col metodo seguente. 

Sieno i due nnmeri N ed N' di cui il minore sia N*. Dividendo N per A”, 
dicasi Q il quoziente ed /T il residuo ; dividendo poi il numero A" pel residuo R, 
chiamisi Q il quoziente ed il residuo ; pel residuo ìf dividendo /T, sia Q' il 
quoziente ed ìf' il residuo ; per If dividendo /(', si abbia per quoziente Q" ^ 
per residuo R"' ; e crai appresso. Otterremo (qr) le uguaglianze seguenti 


A=A'Q +R, 
A'=RQ 
R=R‘Q" + A*', 
R'= R" Q>" 4- R"‘, 

RII— JpllQir^ ]{,r ^ 

ec 


Suppongasi o, dividerà esattamente A” ; ma se R"' divide esattamente 
R", dividerà pure Rf'Q"-^Rf", Ossia Jt, esattamente; e quindi ancora IfQ'-\-R!‘, 
ovvero R, sarà divisibile esattamente per R"‘\ e conseguentemente RQ-^-Rf., doè 
A', si dividerà altresì per ]f" esattamente ; e infine anche A 'Q-\-R , che pareg- 
gia N , potrà per Rf" dividersi esattamente. Adunque il residuo bf" sarà nel ca- 
so di A"'= o un esatto divisore comune ai due numeri A' ed A'. 


Dimostro ora che If" è il massimo di tutti gli esatti divisori comuni ad Ft 
ed A'. Suppongasi infatti che K sia un esatto divisore comune ad N ed N ' , ed 
insieme maggiore di Rf". Poiché dunque K esattamente divide N ed A" , sa- 



re un numero intero , cioè K sarà altresi divisore esatto di R. 


N 

(*) EsiruJo A cd A' |>cr «ujiiMikifionc divisii^ili rsallmieiite per A, ponendo^ ^ a c4 

2 ac 6 » laranno tt • b numeri inleri , e U quantità >^^^diveotcri , che per euerc 

Q Butnero intero, evidentemente dovrà essere una quantità interi. 

(**) AbhiiiDo , dividendo A ed per A, Mrtoiio aocon uguali fra 

A^ R JV* O 

torà i quozicali 7 «i (oglirodo dt ambcdiK U qiiinlità riwUcruuio «limi «• 

„ , , S NQ . R . . .NN-QR 

|uah ira loro i ictidui ^ cd X — a ~5‘ 
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Ora essendo K dnriaore esalto cornane ad A' ed Jl sarà ^ ^ 

K K K 
por K- So 
. R RO' /i" 

eziandio R è divisibile esallaraente per X , la quantità -p — =— è intera. 

A A A 


nna quantità intera , e però R ancora rimarrà diviso esattamente por X- S. 

" A».. 


cioè R' resta pure esattamente diviso per X. Donde Analmente conseguita che la 

.... R R'Q"' R" . . , 
quantità ^ = ^ sara intera , c 


quindi il numero maggiore K esatta- 


mente dividerà il minore X'" : lo che è assurdo , e quindi non potrà esservi , 
nel caso di = o un altro divisore esatto comune ad A' ed A^ maggiore di 
R". Col medesimo discorso si dimostrerà che R' è il massimo comun divisore di 
N ed A'nella ipotesi di R"=zo; come ancora che /i' nella supposizione di X"=o, 
è il massimo comun divisore di ed A^ ; ec. In generale adunque si troverà 
il massimo cómun divisore di due numeri dividendo primieramente il nu- 
mero maggiore pel numero minore , poi pel residuo di questa prima divi- 
sione dividendo il numero minore , quindi pel residuo della seconda divisio- 
ne dividendo quello della prima , coinè ancora pel residuo della terza divi- 
sione dividendo il residuo della seconda., e cosi di seguilo continuando sem- 
pre a dividere il residuo di ciascuna divisione per quello della seguènte , 
Jìnchè si pervenga ad un esatto quoziente ; f ultimo divisore sarà il massimo 
comun dimsore cercato. 

oi voglia per esempio trovare il massimo comun divisore dei numeri 
189 , e i 47< effettuando la divisione continuamente come segue 


147 1 i 8 g 1 r 

i47 

Ì2 1 i47 I 3 
120 


2I 1 43 1 3 

42 

o 

sarà 2 1 il massimo comun divisore cercato. Il m^mo comun divisore di 9024 
e 3760 sarà 752. Infatti 


3760 I 


9024 l 

2 

7520 


i 5 o 4 1 

37G0 1 2 


3 oo 8 


7Ì)2 1 liioi 


iiio 4 


Fol.I. 


0 


9 
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Da ultimo si troverà il massimo coman divisore dei namo’! 68070 e 2910 agua- 
le a 3 o. Poiché 


3910 1 63570 I 21 
5820 

5370 

2910 

2460 1 2910 l I 
2460 

45 o 1 2460 i 5 

225o 

aio I 45 o.i 2 
4ao 

3 o I 210 I 7 
210 

t) 


g'J. Ove dunque si abbiano le frazioni 1 polr^no es- 

se ridursi a minimi termini d\\\Acaìoi termini della prima per 21 , quei della 
sceonda per 702 , ed i termini della terza per 3o. Operando in silfatta guisa 
otterremo 

147 7 3760 5 2910 97 

189 9 ’ 9024 12 ’ 63370 2119 


Se la frazione non è riducibile a minimi termini si troverà il massimo co- 
raiin divisore del numeratore e del denominatore uguale alla unità. Cosi volendo 


« • • • I •) « • 

ridurre a minimi termini la frazione —— cercheremo prima il màssimo oomon di- 

1 34 

visore dì 1 54 e 1 3 nel modo che qui si scorge 
i5 1 i54 I IO 


4 1 i5 1 3 
12 


3 1 4 1 I 
3 


1 I 3 1 3 
3 


o 
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I nomeri cioè i54 e i5 tnn hmmo altro divisore cornane faorchè la unità ; («de 

sarà irridacibile la proposta frazione . 

I j4 

g6. Nella ricerca del massimo comun divisore di dae quantità algebriche 
slocontrano spesso spesso delle difficoltà che non hanno luogo giammai operando 
sa i numeri. Che però farà d' uopo avvertire di non farsi mai a cercare il massi- 
mo coman divisore di due quantità algebriche , allorché queste non hanno delle 
lettere comuni ; e posto che le abbiano, di non mai imprendere la operazione pri- 
ma che si sieno le proposte quantità ordinate ambedue rispetto alla medesima 
lettera , e presa per dividendo quella in cui la stessa lettera ritrovasi più volte 
moltiplicata per se medesima. 

Inoltre gioverà sempre preparar^ i primi termini di ogni dividendo e del 
corrispondente divisore in guisa che possa I' uno per 1' altro senza frazione alcu- 
na esattamente divìdersi. Per lo che si noti che non verrà in alcun modo ad al- 
terarsi un fattore comune a due quantità ogni volta che f una si moltiplichi , o 
» divida per qualche quantità che nell' altra non si ritrova come fattore. Si debba 
per esempio trovare il massimo comun divisore delle due quantità 

ìaaa—‘'iaab-\-aòò—bbb , 

— ^abb-ìrbbb. 

Dal dello la prima dovrà riguardarsi come dividendo , e la seconda come 
divisore. Or il primo termine 4aoà del divisori) non può divìdere senza frazione 
il primo termine 3ai/a del dividendo a cagiono dei fattori 4 o ^ dell' uno che non 
si trovano nelf altro. Non però riflettendo cho b è fattore cornane a tatti i ter- 
mini del divisore senza esserlo a tutti quelli del dividendo , si vedrà chiaro cho 
senza punto alterare il divisore comune che cercasi potrà dividersi 

^aab — 3 abb-\-lbb 

per b , in modo che si abbia 

4aa— 5a4-f-44. 

Infatti ogni divisore comune a due quantità dovrà necessariamente compor» 
si di fattori comnni all' nna/cd all' altra : se dunque esiste nn divisore comune fra 
le due quantità proposte, non potrà esso contenere b come fattore, e quindi me- 
diante la divisione togliendo il fattore b dai sìngoli termini di 

baah—^ahb-^bbb 

in nion modo si altererà il cercato comun divborc. Per la ragione medesima per 
cui si può dalla seconda delle proposte quantità togliere nn fattore che non si 
contiene nella prima , potrà eziandio introdursi in questa un fattore che non si 
contenga nella seconda. Che però si moltiplichi ìaaa—iaab-^-abb’—bbb per 4> 
» otterrà 

’ izaaa — izaab-\-!^abb—^bb. 

Adunque il massimo coman divisore delle quantità date sarà lo oicsso che 
quello delle seguenti 
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1 2aaa— 1 2oai-Ma44— 

4oa — 5a4 -f ^ , 

in coi per altro la divisione del primo termine deli* nna pel primo termine dell' al- 
tra si effettna esattamente. 

Pertanto il quoziente di sifTatla divisione essendo 3a , il residno della sot- 
trazione di tatto il divisore moltiplicato pel quoziente 3a, da tatto il dividendo 
• sarà 

3aaò-ì-a66—iióò , 

quantità , con cui (g3) dovrà 

Aaa—5aH-66 

avere io stesso massimo comun divisore , clic questa ha con l’altra 


1 2000-— I zaa6-^4a66—Jii66. 


Sopprimendo quindi , giusta le osservazioni fatte qui sopra , 
residuo il fattore 6 comune a tutti i suoi termini , e moltiplicandolo 
avrà a dividere la quantità 

I20o+4oà — i6W 


per r altra 


4oo— Soà+àà. 


nell' oltennto 
poi per 4i u 


Or la divisione del primo termine del dividendo per il primo termine del di- 
visore , dà per quoziente 3 , moltijilicando pei per tolto il aivisore il quoziente 3 
ed iasieme sottraendo il prodotto dal dividendo sì ottiene per residuo 


igoà— igàà ; 

la questione adunque riducesi a trovare il massimo comun divisore tra la quantità 

igoà— igW 

■ iaa — 5aà-j-44 , 


F r altra 


considerando questa come dividendo e la prima come divBore. Pria però d' im- 
prendere la operazione si dividerà il divisore pel fattore igd comune a tutti i 
suoi leroiiui c non a quelli del divìdendo , e sarà 


il divìdendo , c 


4aa — 
a — i 


il divisore. Or siccome qnesla divisione riesce esattamente , il massimo comun di- 
V isore richiesto è senza dubbio a— 6. Dividendo quindi per a— à le due quantità 
pru]ioslu 

'6aaa — 3 aah^ahlh^btb , 

I\ua(> — ^abb-\-blib , 
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Bì redrà che esse potranno decomporsi come segae 

i^aa-\~bb) (a—b ) , 

{l^ab'^bb') {(t—b) , 

donde 

3aaa — daab + obb bbb 3aa +' W 

baaò —■ 5aòb -^-bàb - bob — bb ‘ 


Soggiungo qui come in nn quadro la intera operazione che finora abbiamo 
descritta. 

{iacA-^^abb^bbb) xh \ b (^aaa— Zaab+ abb^ ibb) 

baa —5ab +W 1 inoaa — izaab+babb—bbbb 1 3a 
1 2 oaa — 1 5aab-^dabb . 

4(3offli+ abb—bbbb) : b 

j 2 oa-\- bob — i6bb i 3 
1200 — i5o4-|- ibb 


(tgab^iQbb) : ig-i 

0—4 1 4oo — 5o4-|-44 1 4a— ^ 
4oo — 4<>4 


— ab-\-bb 

— ab^bb 


o 


97 . Rinscìrà di non picdol vantaggio ai giovani allievi l’ esercitarsi con gli 
esempli che seguono. Si trova nel primo il massimo divisore a — 34 comune alle 
due quantità 3oo — baab — go44 — 18444 , Soo — i8o4-J-g44, e nel secondo il 
massimo divisore a+3 aimune alle altre dne 6 , 
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5oa— *l8ai+9^ 1 5 (3aaa— ^aal-^ ^abb— \%bbb) 


i5aaa — ioaab— l^abb— ^obbb 1 3a 
t5aaa — 5iaaS^ 2 jabb 

5 (34^mh5— ’j2abb— ^obbB) 

l'Ioaab^i&Qobb — b^obhb 1 34 ^ 

' 1 yoaoi— 6 1 2obb^3o^bbb 


( 232 obb—’imbb) : 232 bb 


0—34 I 5oa — i8o 4+944 I 3a—3A 
5aa — i5a4 


— 3a4-J-g44 

— 3 a 4-|-944 


0 

5s«+9t—i8 I 5 («*+ 4a+ *— 6) 


5s*»-f*»o«+ 5s— 1 « 

5«»4- 9«— i8s 


5 23a— 3o) 


SSes-t*ii5z — i5o 1 li 
53«4- 99S— 198 


(i6=+ 48): 16 


s+3 1 5a*H- gì — 18 I 53—6 
5ss-|-ia3 

— 6s— 18 
~ 6*— 18 


' o 

Potremo quindi agerolmenta dedumè 

3apa— 4aa4— ga44— 1 8444 3aa-|-5a4-f^44 

5oa— i8a4-f-g44 5a— 34 

332 + 438 + 3—6 33 + 3—2 

533+93—18 58—6 
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Ponendo line alla prec$>dcDte teoria kitorno al massimo Corano dirisoro, che 
per ragion di brevità non ho volato più diffusamente trattare , mi piace, per quei 
che vmesscro pro6ttarne , indicare f accortissima e più minata spiegazione in tal 
proposito addotta dal Lacroiz nella sua Algebra e saggiamente dilucidata con 
opportune annotazioni per opera del chiarissimo nostro concittadino Signor Pro- 
fessore Do Angelis : v. la caizione eseguila in Napoli nel i 835 della troduzioDc 
dell' Algebra di Lacroix fatta dallo stesso De Angelis. 

90. La rìdnzione delle frazioni algebriche al medesimo denoffliaatore dietro 

mòche fa detto nell’ Aritmetica (47) non ha dilHcoltà. Infatti le frazioni^, ^ 

SODO rispet bramente nguali (92) alle altre ^ ^ qnali hanno il medesimo 

denominatore ; come ancora le frazioni 

0 * 

a c c 

T 'a 'J ' h 

si ridurranno ad avere lo stesso denominatore facendo lor prendere rispettiva- 
mente la forma 

a'ifh befh bdeh bdfg 

bTj%' b^'bdfà'J^' 

Nel ridurre però le frazioni allo stesso denominatore si possono in certi casi 
ottenere dei risultamcnti più semplici di quelli che si ottengono col mettere in 
pratica la regola generale enunciata pel citato numero 47- Di servano di esem- 
pio le frazioni 

a de hg 
bbe ’ bcj' ' bj'k ’ 

È chiaro che i tre denominatori diventerebbero ugnali ove si moltiplicasse il pri- 
mo per Jk , il secondo per bk , ed il terzo per be. Per ridurre adnnqne le 
proposte frazioni alla medesima denominazione basterà moltiplicare i termini del- 
la prima per fk , quelli della seconda per , ed i termini della terza per bt. 
Si otterranno così 

afk bdek brbif 
bbcjk ’ bùcj k ’ hUcJ k ’ 


molto più semplici delle seguenti 


abbeffk bbbcdejk bbhccfhg 


bbbbccjjk ’ bbbbccJJ'k ’ bbbbccjf k ’ 

che sarebbero risaltate dal moltiplicare i termini di ciascuna pel prodotte dei de- 
nommatori delle altre. 

99. Ella è cosa chiara , e segue dalla natura stessa della divisione , effe il 
quoziente della somma a-\-b 0 della dill'crenza a — b divisa pere , equivalga alla 
somma ovvero alla differenza dei dne quozienti che si ut tengono dividendo prima 
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a per e , 0 poi 6 per e ; si avranno qoindi 


a -\-6 ® _L ^ a— A 

c ~ c c ' e 


a 

e 


e 


Per la ragione naedeama dovranno aver laogo le uguaglianze ebe seguono 


fl+i+e _ ® ^ 4. £. i _ é 

— 1 d'^ 'd'^ d ' d d d 


• , cc. 


Donde rilevasi il metodo del quale si dovrà far uso nell’ aggingnete insieme , o 

nel sottrarre le une dalle altre più frazioni die hanno il 

ecli è anello stesso metodo che si pratico nell Aritmetica ( 4 o. no)- ^ve poi 

frMÌon?di coi si vuole la somma ovvero la differenza non 

denominatore farà mestieri ridurle anzi ogni altra operazione ad avere 

denominazione. Con siffatta avvertenza si otterranno facilmente la somma e la 

differenza delle due frazioni Infatti 

iz tf . c (n+A) i.ac-^ad-\-bc_ 

+ ^+3 - («+Aj (c+d) {a+b) (c+rf) ac^ad+bc^bd 

a e a fc+^ ^ («+^) _ . 

a+A c-\-d {a+b)(c-i-d) {a+b){c+t/) ac-\-ad+bc-\-bd 

ac 


oc \ 

Essendo inoltre (8i) a= — , sara 


b acA-b . h ac — 

0-1 — • s= , ed a , 

“ c c c c 


e vicendevolmente 


flc+A 

e 





ir- 

100. Vogliasi moltiplicare un numero qualunque A per la frazione — ; si 
dovrà sottoporre À a quella stessa operaàone alla quale si sottopone la unità per- 
chè si abbia— (ig). Ma perchè si ottenga si assoggetta la unita ad essere 
divisa in n parli fra loro uguali , di cui se ne prende un numero uguale ad rn. 
Si moltiplicherà dunque J per ^ dividendo prima J per » c poi moltiplican- 
done il quoto per m. Sarà cioè (8i. 92) 
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Pongasi ora , u avrà 

ò 


a ^ m ' ra \ / ^ \ om 

r^s*“(r = ”)”^Cz;J'”=Àr- 

Segne da ciò che il prodotto drlla moltiplicazione di an numero , àa intero sia 
fratto , per nna qnaionqae frazione si otterrà come nell' Aritmetica ( 5 i. Sa). Sia 

per ragione di esempio da moltiplicarsi la frazione l’altea ^ ^ ; il 


prodotto sarà 


c-\-d c — d 


C'\-d 

a—i aaa-\-abb—aab — bbB 


cc—dd 


101, Onde dividere il numero A per la frazione — , farà d’ uopo cerca- 


re nn tal numero Q, che moltiplicato per — ci dia il prodotto (27)- . 

Dovrà perciò essere (loo) A— . Or se uguaglia , sarà la m""' par- 

^ tìiO A ^ Q 

te di A ugnale alla «l't»* parte di — — , sarà cioè — = — ; ed essendo la 
° n m n ' yi 

parte m*""* dì A uguale alla n*'"* parte di 0 , si otterrà 0 moltiplicando — pei 

nA ^ 

n, sarà quindi Os= . Donde 

^ m 


^ 'm nA 
' n m ' 


Suppongasi A= , avremo 
0 


a m a n _an 

b ' n b m bm' 


Il quoziente adunque dalia divisione di un qualunque numero , 0 intero 0 fratto, 
per nn qualsivoglia altro numero fratto si otterrà secondo la regola addotta nei- 

aa-\-bb a — b 


r Aritmetica ( 54 )- Debbasi per esempio dividere 




per 


c — d 


, si avra 


aa-\^bb a — b {aa-\-bb) (c— (/) aac-\-bbe — aad — bbd 

c-\-d ' c — d {c-^d)(a — b) ac-\-ad — bc — bd 

CAPO iiir 


DELLE POTENZE S DELLE RADICI DEI MONOMU. 

102. Supposto m numero intero, innalzare la quantità a alla potenza del 
grado m , significa formare un prodotto di tanti fattori ciascuno = a , quante 
sono le unità in i» : a dicesì radice , m esponente ovvero indice , e la potenza 
medesima si esprime per a** . Adunque la prima potenza della quantità a , sarà 
u ' , la seconda peti nra , la terza , la quarta a 4 , ec. essendo 
a'sssa , a^=aa , a^=aaa , a^saaaaa , ec. . . 

FoU. IO 
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La potenza del secondo grado chiamasi altresì quadrato , e quella del terzo 
diccsi cubo. 

10 3 . La somma e la sottrazione delle potenze non ha dillìooltà alcnna ; « 1 * 
fatte operazioni si eseguono alla medesima maniera che nelle altre quantità. Per 
ciò che riguarda la moltiplicazione, si esprimano per m ed n due numeri interi; il 
prodotto di tanti fattori s= a, quante sono le unita in m-f-» è ( 102) a" + " ; ma 
questo stesso prodotto s'indica evidentemente per a** . a" (80). Sarà donqoe 

a" . a* sssa»^-*; 

e generalmente se come con m, n così pure con p, q, r, , . • si esprimano Domeri 
interi , otterremo 

a" . a" . ar . a» . a' . . , ■aa"+"+H-»+''+*"* 

Il prodotta cioè di più potenze della medesima radice a pareggia una 
potenza dt cui la radice è la siesta quantità a e f esponente uguaglia la totnf 
ma degli esponenti delle potente mie. 

Dippin se TOn ò , e , d , e , . . . similmente che con a s’ intendano dello 
quantità o positive 0 negative ; un prodotto di tanti fattori waa.b.e.d.e... quante 
unità si comprendono nel numero m s’ indicherà con {a.à.c.d.e.,.'f' • Ma questo 
prodotto medesimo esprimesi ngualmcnte bene per a" . d" . c" . rf" . e“ .... A- 
dunque otterremo 

{a.l>.e.d.e...)" = a" . d* . c* . . e* ... 

104. Del segno > ovvero < si fa nso in Algebra per dinotare la disagua* 
glianza fra due quantità. Questo segno posto fra le due quantità disognali signi* 
fica che quella che e situata dalla parte della sua apertura è la maggiore » e Ui 
minore quella che trovasi dalla parte opposta. 

Ciò premesso , suppongasi in — l’ esponente «n ^ ft ; siccome o*è il prò* 

dotto di m fattori ciascuno =a , ed il prodotto di n fattori ciascuno =a , 

potranno togliersi in — , salvo il proprio valore , quei ialtorì che sono coraum 

al dividendo ed al divisore ; ciò fatto si ridurrà il divisore alla unità , ed il divì- 
dendo al prodotto di m—n fattori ciascuno sa. Nella supposizione adunque di 
m >n , sarà ’ i r v 

a" 0"-» 

= =a"-». 

a* I 

rk 

tne se in — si metta «=« , risulterà 



Dà ultimo siippoi’gasi in— m <n,con un ragionamento analogo al prece- 
dente , Ircivenuio 

a" I 

8 '“"* ’ 
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Ma,(.oS) ~ 




fl***—* • 

la ipotesi aocora di ni<n sarà 


{ "W w W 


-s=a^ 
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*. Duoqae nel* 


:«a— " . 

a» 

Potrà quindi stabilirsi il scgoente leorcróa. Il quosìenté della divitiene dt 
due potenze, le quali abbiano le radici uguali alla medesima quantità a è 
uguale ad una potenza che ha la stessa quantità a per radice, e per espo- 
nente la differenza degli esponenti del dividendo e del divùwe. 

io 5 . La forinola a* 0= i c'insegna che una potenza di etn è zero tl 
grado dovrà riguardarsi come il simbolo della unità. Poidiè dunque 0“ a*i , 
si avrà (io 4 ) 


A" a** ** ** 


: flT-” ; 


a 




Innalzare cioè la quantità a alla potenza notata con esponente nega- 
tivo ed = — m , non è altro che dividere la unità per a” : e vicendevolmen- 
te elevare a a//à potenza notata con indice positivo ed =3 in , non è altro 
che dividere la unità per a~“ . Ciò posto ciascun vede essere ancora (io 3 ) 


•* ** nm un np fìT 

I 


0 »+«+/>+f+'+- 


fl" o" or ad a' 
xs:a^'»+»+p+v+'+"0— a” 


o™ .u''.ar.ai .a'. 


e similmente 

«-• . tr*‘ . ... 


1 I !■ I _i_ 
a" * 6"* ' c" " a" ' 


CB : = — ; ; r- = ia.o.c.a.c....i • 

A" . . c* . rf" . e" ... {a.o.c.d.e...y" 

106. Occorre spessissimo che una potenza debba innalzar^ ad un altra 
potenza. Vogliasi ad esempio la potenza a" elevare alla potenza del grado n. 

m 

Si rappresenti questa per ( a" ) : sarà 

II 

( A" ) =* A"* . 

Infatti (io 3 ) f A" )"=» (o.a.A.A....)* = a* . . a" . a» ...=0»+^+-+-; or 

esprimendo a"* il prodotto di tanti fattori ^a quante unita si contengono in w . 
dovrà la somma contenere in volte il termine n, sara perciò 

uguale ad mn ; donde ( a" ) =* 0"" . -S* innalza dunque una qualunque po- 
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téma ad un altra potenM moltiplicando il grado della prima per quello 
della seconda. 

107. Essendo come sopra m nnmoro intero , da una qualunque quantità a 
positiva o negativa estrarre la radice indicata dal nnmeru m significa trovare 
un terzo nnmero tale che elevato alta potenza del grado m riproduca a. Il nu- 
mero m col quale si esprime il grado della radice , chiamasi ancor qui l’ espo- 

m ^ 

nenie ovvero l ’ iiulice di essa , e (a radice si suole rappresentare con \/a. 

La radice del secondo grado dicesi quadrata , quella poi del terzo grado si 
chiama cubica : la radice quadrata , soppresso l' indice , suole altresì notarsi 

con V a. 

Dalla definizione della operazione di cui trattiamo consegnilano le segnenti 
formole 

_ 3 _ 4 

a ss Kéi ’ = l/iji =s = Ko^= ec. . . 

Vo 4 = Yd^ = Ya^ — Ya“’!= ec... 

3 4 < I. 

ydi 3 — yd '3 — Kflia s=o3j |/'aia = Ya‘^ = a. 

E generalmente se si proponga nna qualunque potenza a" si otterranno le sue 
diverse radici romc segue 

— ’H 3 "* 4 m’ 

Va”=a a* , V^ = o 4 ,. . . ya™ = a”'. 

Ogni radice adunque si esprime per una potenza il cui indice è 
una Jrauone che per numeratore Ita i esponente della quantità posta sotto 
il segno radicale , e per denominatore C esponente della radice medesima; 
e vicendevolmente. 

108. Dalla proposizione procedente chiaro apparisce che si otterrà la vera 
radice di una potenza quantnnqiie volte l' esponente della potenza sarà divisibile 
esattamente per quello della radice. Ove poi I esponente della radice non possa di- 
videre esattamente quello della potenza non sarà possibile ottenere la radice; cosi 
da non potrà estrarsi la radice quadrata , perchè il 3 non è divisibile esatta- 
mente per 2. Ne di ciò è a farne le maraviglie ove pnr si rifletta non esservi 
alcuna potenza di a che moltiplicata per se stessa faccia risultarne a^, Silfalle 
radici cm non possono assegnarsi diconsi radicali : esse però , come nel corso 
delle lezioni si farà nolo, possono ottenersi approssimate tanto qnanto il richieg- 
gono le circostanze, e tanto altresì quanto si voglia. Donde si comprende perchè 
1 I adicali diconsi ancora quantità incommensurabilità vrazionali (it). 

I og. A fine di paragonare fra loro le quantità radicali di diverso esponente 
farà d’ uopo ridurle jirimu all’ esponente medesimo. 

’ • 1 I • . . "* 

^‘l abbiano ad cscnijjio ì radicali , Ki"' ; questi equivalgono ad o" , 

/- I ... w/ Zi' trln 

a* ; or le Irazioni — , — ridotte al medesinto denoniioatore diventano (g8) , 
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~ , e qaiadi ì radicali proposti u rappresenteranno con 
m» 


ossia con 


in'» »<«’ 


NOI MA . , 

Va"’* , V^"“’ » 


Eg 


'•f 

1 


cbe hanno il medesimo esponente. Nella stessa guisa rìdnoendo ai medesimo 
esponente i radicali 

V^, ^'P, 


ù otterranno i segnenli altri 





mitp q..» matp q.,» 


che sono ugnali rispettiTamente ai primi, 
no. Essendo (io3. io6) 

sarà pure 


m m w M 

V/o" .d" .c" .d’* ..~\/(a.6.c.d...)'"=(a.6.e.d...)'"' =s .(fi ' . . . 

Estrarre infatti dalla quantità a" . d™ . c" . a?"... la radice m', è una operazione 
direttamente contraria all’ altra con cui la quantità medesima s’ innalza alla po- 
tenza del grado m*; adunque se il risaltato di questa seconda operazione è 

m m m m 

a"'"' . d""’ . c”"’ . (fi "' ..., dorrà quello della prima essere a"’, d"’. c"'. 

Dippiù arremo ( i o3) 

IH ■ p 7 hih'pV'... iun'pV... P»»’«'7'-. fm’m’p’.,, 

a"', (fi .(fi' .(fi' .a"’*>'»'— . —....ss 


iH’Vp'7‘... 


= ^ o""'’’r’”.a""’r'r’-.a'’"'’''’»'—.o»"’*’r’— .... 


m'iCpf'... 


= ^ a"">'« 


V- . .+p«’»Y ...+7»i Vp'. 


»'»’p’r’ -+*»'’pV - ■+P"’"r’-+r'"’«y— +— . p . r .. 


'PI 


m' «• p’ '7 
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Qmm 


IH. Se inoalzaodo — alla potooiadel grado m'ii ottiene (loo- io6 ) 

m' » m' 

/a" a*' - / a" w' 

^ ,Bi dovrà TÌcendeTolmenle ottenere y — , Ma ^ a» "" Va"”" ■* 

o"' •’ . Adunque sarà ° 


E più generalmente ancora 


m 

a" 


mrtr 

lUM* 


mit 


M M 

W* 


fiffi 

bTv 


I? 


Quindi (ioA) 


IO* » 

_ = «”"=• 

or' tf"' 


^ ^ W* 


o® + 5* = aP 




m M 

o “ a * 

I la. Da siffatte formole ricaveremo altreà le altre (no) 

^2i_" * I * * 

O m* • 0 M* • C m* • »’ «ìéSS- • «.m , «««s 

^ m m m 

a"*’ ó"** c™' 






. a 


= +7. +^+- 

» P ^ 


^ W « * p “ ^ ' 

O"** tt*’ 6^* 

ifi M fa ^ 


m ^ rm ■■ r ••• ^ 

I «3. Poiché (uo)(V'a")= (a""') = a" ,a"'.a” .a"'... 

«’■■' =(ff.a.a.rt....)"'=(a" )"’= a"’^*s=a "ss V^"’" • 
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«alierà quindi per Io oonirarìo 




» N 



i l»’ll - 
gm'n c 


Per innalxare adunque un radicale ad una potenza di un dato grado, 
converrà moltiplicare F esponente della quantità posta sotto il segno radi- 
cale pel grado della potenza data. Ma affine di estrarre da un radicale una 
radice dt un dato esponente farà d uopo moltiplicare per questo esponente 
r esponente del radicale. Laonde saranno 


(Va)^» Ma'^ssa, ~ ®*« «!•••• 



Il 4 . Dalle Tormole dimostrate nei nnmeri superiori senza la menoma dilli- 
colta li calcoleranno i segoenti esempli. 


V 1 6a4. 46. c8 = (4»o4.4«.c8)» = 4^ o* . 4* . c* = 4o>.45.c4, 

i j * * ^ i? 

V270».4'*.c' 5 = (33fl9.4i a. «'»)■» = 3"^ . . 4’’ . c"* = 3«3.44.c6^ 

Va • V4 . V® — • c* — {a.ò.e.'f — ^a.ò.e , 

Vo*.4 . \c.d^ = (o*.4)' (e.chy. = (ti‘.6.e.d»y =s\la'.ò.o.(P , 

— 4 , — » • » S, X 3. '• 

\a.\f^. Vc^ = a* . 4^ . c* = a'*.4‘*.c” = Ya6.4*.c9 , 

Va .\a.\a= a^ ,d* .a* = a*"*" ^ '^♦ = a =a.a~* =sa\a , 

4 — S * » 4 É , f , 4 .j_» • *» — 

\ a? • yo?==sa^ . a=sa’ Va 

" c 

J — J — 1 

\a'.o‘.e * , » X NI / 

- ' - = {a'.ti'.ey (a5.4,c’)“^ = ( a'.b'.c (a’.4.c’)— V =s |/- 

V 06 . 4 .C’ ' / r « 


’ 
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{^a+jrT—ya^) (aa— KM-aK^) — 

— 2 a’— Sa — a +8K" a(a+6j , 

{a+if^r+V’ò) (4a— 3^r+af^) « 

«= 4a’+5a|<^ o +6af^2” — 6a+^ a*A’+2|^ 6 ' , 


2a’ — 2a+ i2y~ ni — 1 8 ^ 

a+y^cT—dy^r 

6 a — y a^ 6 ’ — i2y 6 ' 

2 y a -^ 3 y s~ 


ss 20 — 2y a -\-6ys~, 


= syr+^yò. 


ec. ec. 


CAPO IV. 

a 

DELLE QDANmA. IMaiAGINiaiE. 


1 15 . Tutte le radici d’ indico pari-dicousi assurde , impossibili ovvero iVn- 
maginarie quante volte la quauGtà posta sotto il segno radicale sìa negativa.' 
Infatti il quadrato di una qualunque quantità positiva o negativa, è sempre po- 
sitivo , essendo ( 85 ) -j-aX-)-fl=+a’ , e — </X — a=-|-a’. Sarà quindi impos- 
sibile estrarre da una quantità negativa la radice quadrata , poiché con siffatta 
operazione si andrebbe in traccia di una quantità che moltiplicata per se mede- 
sima desse una quantità negativa. La quantità dunque K — A è assurda , im- 
possibile , ed immaginaria. Per lo contrario il cubo di una quantità positiva es- 
sendo anch’esso positivo , e negativo quello di una quantità negativa ..giacché 
-l-aX- 4 -aX+o=+n^ e — «X — «X — a~ — afi , la radice cubica di una 
quantità negativa non è assurda ma possibile bensì e rèate ; ondo tra le radici 
cubiche non potranno aver luogo le quantità immaginarie. Ma dovendo le quarte 
potenze essenzialmente godere del se gno positivo, lo radici quarte di quantità 
negative saranno altresì impossibili ad ottenersi , e quindi immaginarie. La ra- 


dice dunque K — A come la Y—A sarà immaginaria .r Sicché in generale, espri- 
mendosi con 2t un numero pari, le quantità immaginarie avranno luogo fra le ra- 


dici della forma Y — A . 

1 16. Oltre le quantità reali razionali od irrazionali , consideriamo nell' Al- 
gebra ancora le quantità immaginarie sottoponendole alle medesime operazioni , 

cui assoggettiamo le quantità reali. Cosi la espressione nnmnginaria Y—i non al- 
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trim«nti la trattiamo che se foau ima qaanfità reale Seni qoadrato ja-^ i (*). 
Emendo pertanto — >/=^X"“i.8arà pure K— K— i ■aaV— i«po“ 

Bendo VC?««a.Ora 3 prodotto di due quantità imma^narie della forma 
è sempre reale , ed è positivo ove i fattóri immaginarii abbiano segni divera , • 
poi negativo nel caso che i fattori medesimi sieno affetti dagli sten segni, in- 
tatti abbiamo 

a X ij^—i ss aò [y — I )• — .«là , 

— a y ~ — I X h — I * — — 0 ’““ 

a —X X-— I — 1)*= o6, 

—a y"—i X— I = ai 

1 17. Per ciò che riguarda la divisione delie quantità immaginarie della fer- 
ma tnoDomia aK— -i nllorchi* il dividendo ed il divisore sono ambedue iquBagi- 
narii , il quoziente è reale, e per i segni valgono le solite regole (8). Così 


ab — I 

bj^~i 


ab —ab — I —ab 



ab —I ab 
= -- j am— a , 

-bV—x 


— ad y — I — ab 

— ~ :ir-“ — r 
—b f^—x . 


Ove però una quantità reale per esempio ad, dovesse dividersi per la quanti- 
tà immaginaria iV^i , il quoziente risulterebbe immaginario, ed insieme nega- 


(*) Dd detto (oprS agcvoltMnte q deduce che il qiiadrtto di una eipreeiioiM redi- 
•Itc del Mcondo grado ai otticBc col aempliceauiite aoppaiincrc io caia il aegno radicale- Cou 

•atta ragione polrl dunqne aopporai (1^ — cpià {eneralraente ancora fK* — 

Da lui' altra parte però aapendaai (no- ii4) cne per «olliplicare dne^eaprct-ioni radi- 
aali dello aleaao grado biaogna Sire il prodollo delle quantità aoltopoite ai ac^i raibcaii , a 
frtfiggcrc a qneato prodotto un legno radicale del mcdcuina grado , pare poterai preodere 

ancora -f ^ pel quadralo di perocché quctio quadrata à —A X K' —A sa 

= V —Ay,—A = V~I* . 

Béxoat ha beniaiimo ipicgata qneatà difficoltà , oiierrando ebe quando a' ignora in qonl 
Mairra aia alato formato il q^aadrato c la ne dimaodo la radkc,d«ve aarr|ìrarTÌ fff 
*<ota <4>^ <{uaodo si sa aotecedeuteoMoli; <|uale di poesie dot maotitl aia 

siala nsolUplicata per se nedcitma onde produrre non c pià permealo, allorcbé ó fi ri- 
lenio ad i proprii passi , di prcoderne oa* altra. Quello caso é evidcntefocole ^llo òrlfa 

eaprasaioac K* — ^ XKZ:5:.i •a allora che la qnaotiU A* , comprata tolto il radicaU 

A* , derira da — A moltiplicala per — cena dunque l'ambiguill 1 t qqaudo ai pàoma 
aita radine , biaugna tcriven —A, 

you. ,, 


Digitizad by Google 




li 

Iìtu, «rconilo che il dividM(lo:rMl<M‘il'4 divisore imamgìnarta ov/'m. r« i niedeti» 
uà s.'gui , ov vero sogni cuiiliarii ; |,oiclic 


aò a 


— «iK— • 

-(r-o* 




by^i 


ay—i. 


ab a — «1^ — I 

=r®= “ ay—i, 

-^ab. _ — a _ — a V"^ ay~\ 

-bjr~ 
ii 8 . Abbiamo (i i 6 ) 

(a y—i)‘s=a y~ ^.a y~ H7=:__a» ^ 

(a y — i) 3 aB— a’.a y — 1=— y — i, 
{ay^i)i=—a^y—i.ay — i=a4 , 

{ay — i)*z=a 4 .oJ^ — i=a^ y.—i , 

(a y—i)^=aS y~-t.a y~^i=z—tfi, 

>- {fly—i)’}~^cfi.ay~=T—aiy~i, 

(oy—i)^=z-^al y^^i.ay — I=ra*, . 

{ay — i'p=:efi.ay'^ì^a9y^ , 
oc. co 


^aindi in generale saranno 

(a y — 1)*‘ BB+a*' , (o y ^)*'+'aB+a*'+* y^i , 

in coi ha luogo il segno sopertore se i è pari, e l’ inferiore se tè disparì. 

^i ig. Cwpnque si presentino le immaginarie espresùoni « noi ie rìdorremo 

Mmpre alla forma u-^vy^-ii , accondamente cioè determinando , se Sa d' uo- 
po , le quantità reali neo. Notisi pertanto che annullandosi o si reputa esiandìo 

annullalo il termine pK— i nella formola p-j-vV—i , la quale l’ intende per* 
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ciò ridolta alla qaantilà reale n. Inoltre la eqaazione immagìflaria 
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a-\-b — J 

importerà sempre la ngoagUanza tra le quantità a ed A, $ e k , importerà cioè 
sempre a=A e 6—k ; poiché se a-^-by—isssA-^-ff^—i , sarà certamwit# 
(rt-f òK — 1 ) •— (d+AK— i) s: (a— d) — (A — Of («■-^) — 

— (A — A) V — 1"=® soddisfarsi io altra guisa die col mettere a — A=o 

e A — 6 = 0 , ossia a=h e b=A ; infatti per qualunque altra supposizione u 
faeda è sempre nn assurdo che una quantità immaginaria tolta da una quantità 
reale dia zero per residuo. 

120 . Sarà ora agevole moltiplicare fra loro dei polinomii immaginarli. Et* 
cone pertanto i seguenti esempii 

> 

(«+d V ^ ) (r+e V — * )=<^ <<*-M V ^j+<f {«+* V— *) = 

=ae-\-be\J — i+aeV — >+^^(V — »)’ = 
={ae— de)-|-(òe-f-ae) V— I . 

{4u-f3i — i)(6a— ^adV— i+3cV — *) — 

=6a(4a4-3d V — i+ac V— 1 )“” 

— ad(4zi-|-3dV — V““t + 
-f-3c(4a-^3dV^i+3 cV — t)V — • =■ 
=(-ì4z»’+CA’ — 5de — 6c*)+(i oad+a4«c) V — i • 

(«-{-» V — 1 ) {u — n V — « «W ( V^)’ == 

=«*—»’{ V“ )*“»«'+»•. 

Le formole immaginarie a-{-rV— i t ed «— disonsiooniogatefraloro. 
131. Poiché dunque 

(u-J-d y — 1 ) (a"^'\/»“i)™o* -f-ó*, 

(d-J-Ay*— i)(A — aV — i)=*d‘-f-A’, •' 

{a-ff-d.y — i) (d-f-A y — i)=ad — dA'f-(ud>^dd) 

(a-d yZT) (d-A y Zl)«od— dA— (a*-f-dd;y ; 
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urli qaindi 

{a‘^h’) (A- + fc-)=(«+«V “) (A+i V-i) («-A \'^) (A-A \'= 7 )« 

/ 

— ((«A— Ak)+(aA+M) V^)((«A— lAA)— («A+M) V -^ )• 

Ma si sa esson? ((o/i— iA)+(oA+A> 4 ) V— I )((oA— ^A)— («A+AA) )= 

=(aA— 6A)’-|-(aA+AA)’ : dunque 

(o*+A*)(A*+A*)=s(oA-^A)*+(«A+AA)\ 

e permutando 4 in A e,A in h, sarà altreà 

(o»+A')(A*+A‘)=(oA— AA)*+( oA+AA)>. 

Da queste due ultime uguagliance manifestamente conseguita «die ose ilue nume* 
ri sicno tali da potersi ciascuno risolvere in due quadrati , si potrà il loro pro- 
dotto risolvere doppiamente in due quadrati.. Ad esempio 

4o=6*-f a\ e 58 = 7 *+ 5 *, 


sarà 4 o. 58 =( 6 *+ 2 *)( 7 *+ 5 *)«( 6 . 7 ~a, 3 )>+ (6.3+a.7)‘« ( 6 . 3 — a.7)-+ 
-4-(6.7-4-a.3)*, cioè 

4o.58— 36-+32-=4*+A8*. 

G>si pure essendo 

i93=7’+i 2*, iq4=5'+i3% 


sarà iqS. 194 = (7*+ia*) ( 5 *+s 3 ’).= (7.5 — 12. i 3 )* + (7.t3 ia. 5 )’=» 

=(7.i 3— ia.5)’-t*(7.5-{-i2.i3)’, cioè 


1 93. 1 94»*» I a I *•+• 1 5 1 ’=b =3 I ’-f- 1 9 1 

Di qui s’ incomincerà ad intendere come l' aso delle quantità immaginarie possa 
nell Algebra valere ad indagare le proprietà delle quantità reali. 

laa. Intorno alla divisione della quantità immaginarie polinontie basterà 
accennare i acuenti esempii- Abbiamo 

» (7 + 7 V^) = A+A V— I i 

urà quindi 

4+i » tt±vEi 

I ' I ; I 

Dippib essendo , 

(c+eV^)=^+AV=rÌ 

C “Té 
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y^i ^ (g-t-i K— I )(e— -e V— i ) 

<zc-“^w I — I— j^c^ùe 




tf*+e» <.*+«* ' 


Pioalmeote operando con i solili metodi indicali sopra ( 88 . 89 . ec.) < agevolmen- 
te si otterrà > 


— i -|- 24 <*c y-—i~j‘66’—56e — 6 <?* 
4«+3d K-^-(-ac K— I 


t'6a—{ib—3c) V‘—i~ 


C k9 O V. 


' DELLE POTENZE K DELLE BADICI OBI POLINOMU. ' 


I sS. Diciamo m-a delle pcttenze dei polinomii e del modo onde poter estrar- 
re dai medesimi nna data radice. Tntle le potenze di nna qnanlilà qualonque si 
ottengono con la successiva moltiplicazione della data quantità per se stessa; tante 
volte cioè dovrà la data quantità per se stessa moltiplicarsi quante n’esprime 
l'esponente della potenza , a cui essa si Voels elevare , dimmuito di una unità. 
Sarà quindi 

{a-\-òy=a -j-i, .. 

(o-t-4)’=«*+2«à +d‘» 

Sud* -f- 

(a-f-d)4=a4"l-4®^d-|- 6a*d*-J- 4odJ -|-d4, 
(a-fd)5=a5-f-5a4d+ioo5d*-f-ioa®d*-|- 5od4 
(a-(-d;®=a®-|-6o®d-|- 1 5a4^-|"2oa*P -(- 1 So*d4-}-6od® 
(a4-d)7=o7-+-7à®d-f-aio®d*-|-S5ató5-f-35o*d4-f-2 ia’d*-f-7«d®-t-d7, ' 
ec.ee ' . . 

Ake le quantità a e d possono essere reali o immaginarie, poiché le espressioni 
immaginarie non meno che le reali sonò talvolta indicate con una sola lettera ^ 

come se pongasi ad esempio d=à — i. 

Appansce da questa tavola che il quadrato di un binomie contiene, tem- 
pre il quadrato del primo termine , il doppio prodotto del primo termine 
nel teeondo ed il quadralo del teeondo termine similmente che ti eitio di 
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tm binomio è eompotto del euho del primo termine , del tripla prodotto del 
^mdrato del primo termine nel teeondo , del triplo prodotto del primo ter. 
mine nel quadrato del teeondo , e del cubo del teeondo termine; ec.ee... 
124- Scrìviamo ora la (avola preccdeale nella forma che segue 




(«+*)’=«’+ 7 a*"' ^ 

. iaj-. ^ «3-. A3, 

I 1.2 1.2.0 


(a+^)4=a4+ i «<- ^ «4- b’+ ^ a4-> A3+ A4, 

I 1.2 ■ i 2.3 ^ 1.2. 3. 4 

(ff+^) 5 =a 5 + La»-. A+ Ba 5 -. 4 .^»lil'a 5-3 AJ + ’ « 5 -< b^+ 

I *'2 1 . 2.3 ' 1 . 2 . 3. 4 ' 


+ •114:2:1 A5, 


I V ’ 

I 1.2.3.4.J 

(^+A) W+ 1 ««-. A+ a— Z-+ a‘-‘ ^+ 

I , 1.2 1.2.3 . . 1 . 2 . 3.4 ^ 

, (Ì.5, 4.3.3 . . 6.5.4.3.2.1 „ 

H :3— a 3 60 , 

1.2,3.4..^ 1.2»(.4.9.G 


(a+4):=aa7+ ^ a’ ‘ 4+ ^ aJ“’ 4’+ ^^14 a7-> 4*+ ^ e7-< 44 + 

1 1*2 li2»0 l»2*0«4 ' 

2^6^ 7.6.5.4.S..., . 

^ ,.2.3.U +I.S. 3 . 1 . 5.6 ‘^+1.1.34 3 C. 7 ^' 


ec. ec. 


_ Donde si scorge che in nna potenza qualunque del Binomio a+4 il primo 
termine non è altro che a elevata alla potenza corrispondente , il secondo temi- 
ne contiene a innalzata ad nna potenza minore di nna unità della data e molti- 
plicata per 4 ; nel terzo termine vi è o innalzata alla potenza data diminuita di 
due unità e moltinlicata per 4’ ; e così di seguito gli esponenti di a vanno aem- 
pre diimnuendo di una unità , e quelli di 4 crescendo continoamente pure di «la 
unità , in guisa che la somma degli esponenti di a e di 4 in qualsivoglia terminé 
sm sempre uguale all’ esponente della potenza data , finché nell’ ultimo termine 
svanisca Tesponentc di a e quello di 4 divenga ugnale al grado della potenza. 
Per qsanto poi si appartiene ai coefficienti numerici , il coefficiente del secondo 
termiu è sempre il grado della potenza divìso per i; il coefficiente del terzo ter- 
mine e dgoale al coefficiente del secondo moltipricato per l'esponente della potcn. 
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fa diminoilo di i e diriso per 9 ; il coefiknenle del quarto termimì pareggia quel* 
lo del terzo moltiplicato per l'esponente della potenza dùninnilo di 9 e dirim per 
3 ; e coti di tegniUt tatti gli altri coefficienti prooeduno Con la medesima legge, 
dipendono cioè ano dall’ altro col medesimo ordino. Volendo quindi innalzare il 
binomio a-\-i ad una potenza qoalaoqae del grado n otterremo 

- V ' 

, . n ff(n — 0 . m(/j— i»f/i — 2 ) 

(,-f 5- =«" H — a-— ' — - o»-> 4’ -f. 

' • I ' 12 1 . 2 . J ‘ 




1.2. 3-4 


+ . . . + 


n(n— i)(/i — 2 )(n— 3;...(n— (f — i)J 


1.2 3.4””'' 


...(/. ) 


di qaalnoqac sorta sicno a e A , reali cioè o immaginarie. 

Questa è la elegantissima Jormola Nmvloniàna cosi detta dal sao inventore 
Newton. Ma la dimostrazione che no abbiamo data essendo appoggiata alla in- 
dazione non è abbastanza esalta e rigorosa ; poiché per quanto si prolunghi la 
tavola da noi addotta delie potenze del bìnomks , non mai potremo essere senri 
che le medesime, leggi si verifichino nelle susaegacnti potenze del medesimo. Sup- 
ponghiamo pertanto che la saccennata tavola si verifichi fino alla potonsa del 
graM n , tupponghiamo cioè che valga la formola (fm ) ; varrà eziandio l’ altra 

' 1 . 2 . 0.4 

(.+,>(— j, 

1 • 2 • d • 4** * * * ^ 

Infatti moltiplicando la {fn ) per a-f-4 si ottiene 


-f- o" 4+ — a— ‘4* + 


«(«—!) 


1.9 


«•-r*4J-f... 


Ma 


~ a* 4-f-a" 4= ■■ ~|* a" 4 , 


”(«-0 


!•« 


• 4*-t- 4»= -y -f ^ . 
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_- C«-fiM«-0 ^.g. 

I.2.S 


M. ee. . 

ed in generale 

w(«— .X«~2)...(«-(r-0) . 


, fir»— 1)(«— g)--(»-<f— )) _ 

' ^ i.9.3....(r — i) 

(n-f I )» (»— 1 X»— a)-^. .(”-(»—»)) ^ , 

Sostiluendo donane qocsti valori , rwnllerà evidenlemente la fortnola (_/'•+• )* 

SoppOogas! ora che la (J], )rappreaentiunadelerniioatapoleniadell»nonsioa-f-d, 
ad eaempio la settima quando ai assume «=7 , in virtù della ( f m+t ) rappresen- 
terà altresì la ottava ove ai prenda n=8 , e perciò la nona quando la de- 

cima allorché fi=io , e cosi di seguito. Ma realmente la {Jm ) si verifica fino m- 
la potenza settima , come l’ abbiamo veduto sopra ndla tavola ; dunque si verifi- 
di.và in generale per quanto grande si voglia supporre 1’ esponente n. 
ia5. Allorché 6 si cangia in — 6, poiché 

(— A)>=— P,(— i)<=A«. ee ... 


la formola (/• ) si muterà nella seguente 
— — a"“* A+ a* 

' I ' 1.2 ^ 


1 2.S 


— i.2.3...r 

dove ha Inogo il segno snperiore se r è pari , l' inferiore se r à dispari. Tante 
ia{/m) che in (y*. ) il termine , cioè 

i.2.3....r ' ' 

appellasi termine generale dello sviluppo della potenza del bmoimo o+à, 
0 B— A ; infatti preso snocessivamenle r>=ni , , »3 , ec. si convertirà (t) 

nel secondo , terzo , quarto , cc. termine dello sviluppo medesimo. 

1 26. Notiamo in questo e nei seguenti nnmerì alcune coae le qnali in eerta 
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modo rigaardano i coeflìdeoti delie formole (JQ ) > ( /^« ) i ovvero mostrano l'uso 
clip delle medesime si fa nello investigare alcune proprietà de» numeri. 

Di n lettere a,b ,e , d , e . A’&, prima a Con le altre b\e,d,e, 

. . . forma n— i binarii , <ie , , ae la seconda 6 con le altre a, 

e, d, e forma parimente n — i binarii 6a , be , 6d , 6e , . . . . e co- 

si di seguito. Adunque il numero di tutti questi binarli sarà n — i tante volte ri- 
petuto quante sono le lettere a , b , e , d , e sarà cioè n(n — i). 

li uinario ab costituisce con le lettere e , d , e , . . . n — 2 ternarii abc , 
abd, abe , . . . { il binario ae con le lettere b, d, e, .. . costituisce altresi n — 2 
temarii acb , acd , are , .... e cosi appresso. Laonde il numero dei lernarii 
sarà n — 2 fante volte ripetnto quanti binarii possono formarsi con le n lettere a, 
b,c,d,e,.>..Or questi binarii sono n(n— i). Adunque sarà il numero 
dei ternarii n{n—i){n — 2 ). • , 

Di nuovo il ternario abc con le lettore </,«,. . . forma n— 3 quaternarii 
abcd , abce ,....; il ternario abd con le letter;; c , e , . . . forma similmente 
R— 3 quaternarii abJc , abde, .... e cosi di seguito. Adunque sarà il numero 
di questi quaternarii ngoale a n{n — i)(n — 2 )(n — 3). Similmenle si troverà 

essere n(« — 1 ){« — 2 )fn— 3)(n— -4) il numero dei quinari! , ec. ec Quindi 

rilevasi la dottrina delle permutazioni , in cui si hanno per distinti fra loro quei 
binarli, ternarii, quaternari!, quinari!, ec. . . ., nei quali oontengonsi le medesime 
lettere ma disposte diversamente , come ab, ba; ale, bae\ tfbcd, bacd\ abede, 
baede\ ec 

Ore poi siffatti binarii , ternari! , quaternarii , quinari! , ec. si considerino 
come uno stesso binario , quaternario , quinario , ec. . . ■ , allora qualsivoglia 
binario s' incontrerà due volte , per esempio ab , ba , ntiendosi cioè a con b , e 
b con a : inoltre qualunque ternario si riprodurrà sei volte, per esempio <74c,oc4, 
bac , bea , cab , eba , dovendosi unire ciascuna delle tre lettere con i binarii 
delle due rimanenti cioè a con bc , cb\b con ac , ca\ c con ab , bai dippiu 
qualsivoglia quaternario si troverà vcntiqnattro volte ; come ad esempio aocd , 
abdc , aebd , aedb , adbc , adeb , baca , bade , bcad, beda , bdac , bdea , 
eabd , eadb , chad , ebda , edab , edba , dabe , dacb , dbae , dbea , dcab , 
deba , unendosi snccesàvamente ciascuna delle quattro lettere con i sei ternani 
delle tre rimanenti , vale a dire a con bed , bde -, ebd , , dbe , deb ; b con 

acd , cute , cad , eda , deu , dea ; c con abd , adb , bad , bda , dab , dba ; 
dcon abe, acb, bac, bea, cab, c4a; similmente qualsivoglia quinario si ritroverà 
ripetnto cento venti volte, e cosi di seguito. Non avendo dunque riguardo, come 
suol farsi nelle mere eombinazioni , alt ordine con cui sono disposte le lettere , 
esprimeranno 

r(r— 1 ) r(« — t)(» — 2 ) w(n— i)(r — 2 )(r — 3) n{n — 1)(» — »)(» — 3)(r— 4j 
1.2 1.2.3 ’ 1 . 2 . 3. 4 ’ 1.2.3.4'S ’ 

\ 

ec 

i numeri dei binarii , ternarii , quaternarii , qninarii , ec. ec 

^ Gioverà qui di passaggio notare una cosa sola. Avendo riguardo all’ ordine 

con cui si dispongono le lettere , suppongasi dippiò che i binarii , ternarii , qua- 
ternarii, quinarii , ec. . . . si formino altresì con la ripetizione della medesima 
lettera. Ai binarti »(r— i) dovranno aggingnersi altri n binarii aa,bb,ee, dd, 
y^oi.1. la 
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tf, .... per ottenore, nella sapposizìone io cai giamo, il nomerò totale dei bi* 
narii , che perciò sarà ' 

. • M^n — i)4-o=»'' 


• INclla stessa ipotesi il numero dei ternari! si otterrà unendo siiccrssivamente 
ciascuna delle n lettere con gli n‘ binari! , ossia moltiplicando n’ per m , e qnin* 
di sarà il nnmero di questi temarii. In siniil guisa si dimostra che n 4 esprìmerà 
il nnmero dei quaternari! , ec. 

Soggiungo ora due esempi!, dì cui il primo si appartiene alla dottrina delle 
permutazioni , il secondo a quella delle semplici combinazioni. ^ 

Otto persone che per l' ordinario si assidono alla medesima mensa due Tolte 
in ciascun dì , potranno permutare i posti , sicché non mai per io spazio di ben 
dnquantasei anni rìtroTÌnsi fra loro nella medesima posizione. Infatti di otto per- 
sone possono formarsi 8.7. 6.5. 4>3>3. i (=56.720) ottonarii tutti disposti con 
ordine diverso ; quindi supponendo che quelle persone in ciascun anno si assidano 
a mensa settecento venti volte solamente, e dividendo il numero 56.720 degli ot- 
tonarìi per 720, sì otterrà per quoto 56, che esprìmerà il nnmero degli anni che 
debbono trascorrere perche vengano esaurite tutte le permutazioni. 

In un collegio si ritrovano trenta alunni , i quali ogni giorno escono al pas- 
seggio a tre a tre , eccettuatine i soli giorni festivi. Or può farsi che per lo spazio 
di quattordici anni non mai ripetasi l' ìstesso temarìo di alunni. Imperocché il 
numero dei ternariì che formansi dal combinare fra loro i trenta alunni a tre a tre 


3o 


29 


28 


(»i4 • 290). Per la qual cosa suppongasi che gli alunni sì por- 
tino al passeggio dnecento novanta volte per ciascun anno (perocché i giorni che 
restano per completare l’anno sono comunemente giorni di festa ) ; dividendo il 
numero i4* 290 per 290, il quoziente >4 esprimerà il nomero degli anni che 
dovranno passare onde compire le combinazioni dei ternarii. 

127. Dinotando k un numero primo (46) , sarà k fattore del numero 


Si ha iufalti (i24) 


(4-f-i)‘ -4*— I. 


(<+>)* 



)(à-2) 

1.2 1.2.3 




1 . 2 . 0 . ..{k — 0 ' 


donde , sottraendo dall' una e dall' altra parte 4* -j-i , rìsolterà 


(4+,)* _4* - 1 = 4‘-’+....f 

' I * 1.2 * 1.2.0 * * 


+ 


k(k—i)(k — 2). ..3. 2.1 
i.2.3...(à — i) 


4(*). 


(*) Fiogùmo ebe k non Tusic un iiuincro primo , in Ut ca«o contercbtK k nel ninnerò 
dei tuoi ijUori StcttUO dei namm 3 , 3, 4 , , , , , . donde ne Mgairebbe che non tutti i Icr- 
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Metiaù pertanto sncoenivaoMDte 4=1, 9, 3, 4> • • m clalCtlno d« numeri 

2i _ 2 , S» — 2* - 1 , 4* — 3* — 1 , 5* — 4* — I , . . • . 

arri per fattore h. Lo stesao dunque dorrà asserirsi dà nnmeri 
2* —9, (2* — 2)+(3* —2* — i) , (2* — 2)-|-(3* —2* — — 3* — i) , 
(2*_.2)+(3*-.2 »-i)+(4*-S*-i)+( 5*— 4*-i), • ■ - , 
i quali equivalgono a ' 

2»_2, 3* -3, 4* —4. 5» -5, 

e generalmente di 

‘Ni —N. y ' 


Jla Ni — N=N IN*—’ — i). Adunque ove un numero intero N non con- 
tenga k come fattore , sarà certamente lo stesso k fattore del numero -i . 

128. Suppongasi ora che il numero intero compongasi di « cifre rappre- 
sentate eoo a, 6, c , d y, s. Sarà sempre 

A'=io"—'ff-l-io"— • • •+>oy+* • • • (*)• 

Proposto per esempio il numero 76433542 , poiché le sue cifre sono otto , sara 

76433542= 107.7-f io8.6-j-io5. 4+ io4.5-|-io5.3-|-io».S+io.4+s ! 

ed infatti 

76453542=70oooooo+6oooooo-|-4ooooo-|-5oooo-(-3ooo-|-5oo+4o-f2. 
Ciò posto la formolo {») può scriversi come segue 




ma ( 125 ) 

, X * , (" — >)(«— 2) 

(ji — I»— 'a ^ — ri»-’a — . 


■+a, 


(t I— 



1 I*“*Ò 


(w— 2)(w— 3) 
i*a 


’ l 

Hii-4 


mini del wcondo oKiabro urebbero dÌTÌtibili uiUameate per k f lutto adunque questo le- 

condo lAenibro , oaiia H numero (Aq-i) — fc — f , noo potrebbe conteuere k come fattore. Po- 
nendo per CMmpio 4=6 , sarebbe 

(A4-f)S — a« — I s=6àt+ iSMq-aoASq- iSA>-|-6a, 

i a cui ti vede che non tuli' i tenoioi bhc ai trovano m1 sccoodo membra sodo liviaibiU per 6. 
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(i — ~~~ I !"-<(? + II"-*?— ...tjlff, 


(il — ^ — - I !""*</+ ^ Il 

' I 1.2 


ec. ec. 


dove negli aitimi termioi hanno laogo i segni snperìorì allorché n è pari, gl’ infe- 
riori allorché fl è dispari; infalti gli sviluppi di (i i— i)"~'a , (u — i)"— >4, 
(li — i)*-’e , (il — .... dovendo contenere il primo « termioi , il 
secondo n — i termini, il terzo n — 2 termini, il quarto n— 3 termini, ec., e tutti i 
termini che nei medesimi sono in posto pari dovendo essere negativi , se » è pa- 
ri , gli ultimi termini a , c , . . . del primo, terzo, ec . . . sviluppo ritrovandosi 

10 posti pari saranno negativi , e gli ultimi termini , 4 , <4 , ... del secondo , 
quarto , ec. . . sviluppo ritrovandosi in posti dispari saranno positivi : accaderà 

11 contrario se n sarà dispari. Rappresentando dunque con A’' ed A" due numeri 
interi , avremo per n pari 


A'sbiiA"— a-|-4— . • • —y+a ; 

e per n disparì 

A'*=i I 4-(-c— . . . — y+a- 

Che però sommando le eifre i* , 3* , 5* ,... e simildiente le cirre a« , 4' « 6' 
del nomero JV , questo si dividerà certo per 1 1 quante volte la differenza fra Tona 
e r altra somma risalti o uguale a zero ovvero divisibile per 1 1 esattamente. 
Così i numeri 

2434320 , 9781155 


saranno divisibili esattamente per 1 1 . 

Se la formola (») si scrivesse nel modo seguente 

^■=(9+ « )'*"<»+(9+ ' )""*^+(9+ ' 1 )— ‘‘Ì+. .. +(9+ i)y +a; 

poiché si hanno 

(9+0"”'«=9*“‘«+ ~Y~ 9""’'*+ ^ TTi » 

(9 +i)«-» 4=.9"— 4-f- 2.^ 9— *4-t- 9—44+.. .+4 , 

(9+i)"“*c=9‘'“V-j- 9*“^c+ — ^9»-*c-f...+c , 

(94-i)»-4<fei.9«-4rf-f g»-id+ ^^ 2 , 

ec.ee . 

rappresentando A™ un numero intero , potrebbe porsi 

A'i»9A’"-f-a-t-4-fc+</-f-...+y-|-a , 
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dalla quale espressione agevolmenie si dedurrà qnanlo si ditoosirò nell’ A- 
rilmelica ( 43 ) , che cioè un numero , le cui cifre significative prese come tante 
unità danno una somma esattamente divisibile per 9, può sempre dividersi per 9. 

ISon riuscirà inutile l'indicare in questo luogo il metodo che si dovrà pi-a>^ 
licare quantunque volte si vorranno determinare lutti gli esatti divisori di un 
dato numero intero A', quei divisori cioè che nello stesso JV si contengono senza 
rcsùlno alcuno. 

Fra ì numeri primi a, 3 , 3 , 7, 1 1, i 3 , . . . cerchisi il minimo divisore dei 
numero N : cioè se N è pari dividasi per 2 (43) ; se dispari e non possa divi- 
dersi esattamente nè per 3 nè per 3 ( 44 43 ) , si tenti la divisione per 7; quindi 
se neppure il 7 esattamente divide JV , si osservi (128) se possa adoperarsi il di- 
visore Il , e così di seguito. Trovalo questo minimo divisore , notisi il corri- 
spondente quoto , ed eseguendo la medesima operazione su questo quoto, si pro- 
segua nella medesima guisa finché ottengasi 1 ’ ultimo qnoto=i. I divisori sem- 
plici, che in siffatta maniera operando si otlengono,si moltiplichino fra loro com- 
ninandoli due a due , tre a tre , quattro a quattro, ec. . . i prodotti che quindi 
risulteranno , saranno tolti gli altri divisori del numero proposto. 

Sia A^sa;420 , Saranno i suoi divisori semplici 

2, 2, 3 , 5 , 7, 

corrispondenti ai quozienti 

aio, io 5 , 33 , 7, I. 

Ora i prodotli binarli di questi divisori sono 

2.2=4, 2.3=6, 2.5=10, 2.7=14, 3 . 3 =i 5 , 3.7=21, 3.7=33, 

ed i prodotli ternani sono 

2 . 2 . 3 = 12 , 2.2.3=20, 2.2.7=28, 2.3.3=3o, 

2.3.7=42, 2.5.7=70, 3.5.7=105, 

t 

ed i quaternarii sono 

2.2.3.5=60, 2.2.3.7=84, 2.2.5-7=i4o, 2.3.5.7=210 , 
ed infine il prodotto quinario è 

2.2.3.5.7=420. 

Perciò i divisori del dato numero 4 zo saranno i seguenti 

I, 2, 3 , 4 , S, 6, 7, IO, i2, i 4 , i 5 , 20, ai, 28, 

3 o, 35 , 42, 60, 70, 84 , io 5 , i 4 o, 210, 4 ao. 

Nà potrebbe trovarsi alcun altro divisore , poiché se prendasi un numero primo 
diverso dai divisori a, 3 , 5 , 7 che parimente sono numeri jprìmi , esso non divi- 
dendo esattamente tenuto di siffatti divisori , neppure potrà dividere il prodotto 

2.2.3.5.7=430. 
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Sia is Meondo luogo JVim 36 o; i snoi diriaori lemplioi sono 

. *1 *» 6, 3 | 5 , 

oorropondeQfi ai quozienti 

i8o, 90, 45, i 5 , 5 , I. 

Laonde i prodotti binari! di qneati diriaori saranno 

a. 2 a 4 « a* 3 *B 6 , S.Ssag, n.Sasio, 3 . 5 =iS, 
ed i prodotti temarii ' / 

2.a.2=»8, 2.2.3=12, 2.2.5=20, 2.3.3=r8, 2 . 3 . 5 *a« 3 o, 3 . 3 . 5 = 45 , 
come ancora i prodotti quatomarii saranno 

2.2.2.3=24, 2.2.2.5=40, * 2 . 3 . 3 — 36 , a. 2.3.5— 60, 2. 3.3.5=90, ' 
ed i quinari! 

2.2.2.3.3=72, 2.2.2.3.5=120, a. 2. 3 . 3 . 5 — 180, 
finalmente il prodotto di tutti c sm i dirìsori semplici sarà 

2 . 2 . 2 .S. 3 . 5 — 36 o. 

% 

Adunque lutti i divisoci del numero 36 o saranno 


I, 2, 3 , 4 , 5 , 6, 8, 9, IO, 12, i 5 , 18, 20, 

24, 3 o, 36 , 4 o, 45, 60, 72, 90, 120, 180, 36 o, 

129. L oso delle forinole ), (_/*, ) (ia 4 - laa) non è ristretto alle sole 
potenze di un binomio , esse sono applicabili alle potenze di un polinomio qua- 
lunque. Si abbia ad esempio il trinomio a-f-ó-j-e di coi cercasi la potenza n“"*; 
considerando il binomio a-f-ó come on sol termine , sarà 

(a+d-f-c)» =(a-)-d)» ..f -j. 

^ . ft(n — 

+ 1.2 3 

Ora 

(.+<)■ —■ + 

I i.a 1.2.3 ' 

(a+d)*-'aBO^'+ o*"’d+ ~ — YY — ~ 

(n~i)(w— a)(B— 3 ) ,3 

-h a— <43+... 


1 
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. «—a .. (n— aV»— - 3 ) ,, 

-’s=o«— + o»-*i 4 - + 

' I ' 1.2 


t.2.0 ' 




-f/T)'— a"-«4+ ^”— 72 * — a»-5^a-|. 


+ TXB 

ec. ec 

Adonqne soslitoendo ti troverà 

(a+4+<?)" =a* — -a "— +-^ — — - a*-Ji3+... 

+ + "-=! .-.S+ .Z-.Ì-+ 


+ 


«(»—■ 1 ) 


1.2 


— j — o'’~’ 47 - 


(„_,)(„_ 3 ) 


a"— U’ 4 - 


■(»— )(^«) z,.., ^ , (’-sX’-*? ,.-.z,.(. 

^ 1.2.3 \ ^ 1 ' i.a 

+ a-'l3+...) c>+ 


+ èc- 


Con risletso metodo otterrmno la potenza «^^del quadrinomio a4*4+^+<^> 
considerando cioè il trinomio a-i~£-^~c come on eoi termine. Infatti 


(a+d+e+flO"=»(<*+^+0" + ~ 
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Sostìtoendo in qoetta formola i valori di (a -f- i -f- e)* , (a ^ j -|- c)»-' , 
trovati sopra, risalterà la dimandata potenia (o+^+o+i/J". 
In somi^ianle guisa si ooooarrà il calcolo per elevare ad nna potenza data un 
polinomio qualunque. Mettasi nss2,as3,.. si avranno 

“ (fl+à)c-f-c’«=a*-j-à*4*c’+2o^+2oe+oic. 

(<*+i+e)*s=(a+^)^+ •“ (a+à)’c+ ~ (a+i)c*+cJ=a*+ii34-e*-l- 

-|-3a*à+3a*e+3aà*4-3à»eri-3ao*+3àe*+6aàc. 
ec 


(a+i+e4-<^*=s(a-f-i-f*e)*+ ~ (a-^.A+c)rf-f-t/*=so*+i»-|.e*^-rf*+2aà + 


ec. 




s3o. Si divida la unità per a-{-6 nel modo che qui si scoi^ 
a+^ I I 


j L_u^! Éij. 

a a* "• o* a4 



a 

b 6* 

~à ~é? 


i! 

a* 

à* àJ 

a* o3 


o* 

^ ^ bi 

04 


à4 

IR 

oc. 
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I _L __ ® * ‘ ^ 

o-f-6 a a-j-A a o-f-i " a ’ 

1 1 __ S I 6 * 

a-j-6 * a a* 0 +^ ' a* ’ 

^ ^ 

a-j-4 a a* a-^h ’ ’ ’ ’ ’ 

e generalmeD(e 

0+3 a a* <j 4 r“‘— ^ 

valgono i segni snperìori quando n è dispari , e gl’ inferiorì quando n è pari. 
Ora se il valore di — è < 1 , crescendo n oltre qualunque dato oumcro quanto 
sì voglia grande , il termine 

— -i- — t \ 

+ a+^ • a* • • • 'W 


decrescerà per modo che si approssimerà sempre più a zero ; 
polinomio 



ma ciò conduce il 


ad appressarsi continuamente alla quantità fi»m 



questa dunque equivarrà alla serie 


I 

a 




protratta all’ inGoito , in guisa che veramente potrà scriversi 

I JL _ ^ a. ^ 

0+7 “a o» o3 S + • ’ ■ • 

riguardando il termine (p) come annullato nel suo limite. 

Delle due quantità (f) , (p) la prima dicasi la somma della serie (#) , 1' al< 
tra 3 suo residuo dopo il termine n'^. 

FoLl. i3 
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Che se il valore di — sia a ovvero > i , al , certo crescendo » il resi^ 

doo (p) 0 persisterà coslabte , .0 diventerà Continuamente maggiore ; che però 
ove non abbiasi riguardo al residuo (p) , nè la (r) rappresenterà la (s) , nè 
varrà miindi la (4'). 

i3i. Poiché dunque la equazione 

• , , I b b' , 

- (a+^) 

ha luogo per tutti i valori di ~ compresi fra i limili -f- i e — 1 , si polrà cer- 
luiucnte fra i medesimi limiti estendere 

(c«+i)-)- =(.+i)-=(^- A + ì;- _ ^ = 

- — - ri. — ^ 4- ^ = 

\a a ^ a a' a* ') 

_ I / . ^ b b' \N, ^ 

a" C* o a a' ••••••■ •)} 

= j.(,_i.A(,_A + é:_ ) + 

rt" V I o ' a» ^ 

n'ii — i) b' , b b' . 

+ — -^t-T + r- )- ■ 

_ K— 'Xpl y 

1.2.3 a» ' a a’ ' ’ 

, w(w— i)f«— 2)(W— 3) M. A 4. él ^ — 

1.2. 3. 4 " a4 ' a à' 

a* C* I ’ a a a' a^ ) 

«(^ e £ e 

' 1.2 a* ' a ' a* ' 

)-•■•)- 
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1/ » b n b' n n b^ 

a" V I ■ a I "'a' i ’ T ' a4 

n(n—i) b' aw(w— i) ^ • 3n(« — i) M 

1.2 ' a’ 1.2 ' a^ ' 1.2 ' a 4 


9 ' 


' CC a 


— iK» — 2) I 3 n(n— i)(n — 2) M 

1.2.3 ■ a* 1.2.3 ■ à4 


— ec.. 


I n(n—i )(n—a)(n — 3 ) i 4 

1.2. 3.4. * ai 


— ec. . 
Or noi abbiamo 


•) 


— 4 . ^ I w* — » __ n‘+n ^ «(n-|-i) 

* >..2 1.2 1.2 1.2 1.2 ’ 

^ — 0 , «(« — i)(n — 2) 6 n , 6 »*— 6 n , n* — 3 n’ 4 - 2 n 

• ^ 1.2 + — "rsj + Tix +— ’ 


= ”^+^" ’+2a «(n+i)(n+2) 

1.2.3 Ti73 

JL ^ 3w(w— ■!)(« — 2 ) , «(ff— i)(b— 2)(b— 3) 

* 1.2 1.2.3 1.2.3.4 ■" 

_ 24 a 36n*-— 36« . law* — 36n»-t-24« , ni — 6n* + 1 in>— 6a 

1.2. 3.4 1.2. 3.4 1. 2.3.4 

— ”^+6a*+ii«*+6w ___ «(n4*0(”4’2)(«4‘3) , 

1. 2.3.4 1.2. 3.4 ’ 


ec. . . . ec. 
^dunque 


il j- ■ »«(«»+0 _ w(«+«K«»+a) 

1 - 8 + 1.2 'a* ^X3 

■ . w(”+»K«4-g)(«M-3) W V 

^ i.a.3.4 'ai )' 
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e quindi (io5) 


— n 


{a+d)“"=«~"+ — a-"~'^+ 


— n( — n—-i) 

— i L /»— «->A* 


1.2 


b'Jf 


-f>(-n-,y-t,-2 ) . -n(-»-i)(-«- 2 )(-n-^ 8 ) __ 


i.2.;ì 


(f/ — i)— "=a~" — — j— 

1.2.d ' 


1 .2. 3 . 4 . 

•— »( — n — i) , 

i ^ a—'b'- 


o-"— 


1.2 


. 1.2. 0.4 


varranno cioè le formole (/i, ) cd (/', ), fra i limiti Pcccnnati sopra, anche per 
gli esponenti interi e negativi. Lo steisso si dimostrerà altrove rispetto agli espo- 
nenti fratti, positivi 0 negativi elle sieno. 

i 32. Rimane a dire alcuna cosa intorno al metodo di estrarre una radice 
qualunque da una data quantità polinomia. Questo metodo si raccoglie agevol- 
mente dalla stessa formazione delle potenze dei polinomii (i23. i 24 > 125 . 129 ). 
Ed infatti per cominciare dalla radice quadrata , siccome la quantità 
a*-j- 2 aA-^* è il quadrato della radice a-\-b , è chiaro che otterremo questa 
radice , allorché ci e incognita , se estraendo la radice quadrata dal primo ter- 
mine a*, la quale è a , pel doppio di essa , ossia per 2 a, divideremo il secoudo 
termine 2 ab , poiché il quoziente b di questa divisione sarà l'altro termine della 
radice. 

Ciò presupposto debba esirarsi la radice quadrala dal polinomio 6on4-+- 
+36a’+25i". Ordinando questa quantità per a come segue 


36(7*+6oad+25ò* I 6<7-j-34 

36a* 


6oad-t-25à* 


0 

esfraggaii la radice quadrata dal primo termine 36a* , si avrà V 3oa‘ = f>rt 
primo termine della cercata radice. .Notisi questo primo termine a parte , quindi 
se ne formi il quadrato , e questo si sottragga dalla quantità proposta ; sarà 
6oad-|-25d* il residuo. Il nrimo termine 6oab di questo residuo si divida pel 
doppio del termine trovato oa, il quoto sarà 5à,che si noterà a canto allo stesso 
6a pel secondo termine della radice che si domanda. A fine poi di assienrarsi che 
6a-|-5à è la radice che si domanda , dovrà sottrarsi (6a-f-5à)*' dalla quantità 
proposta , ovvero (6a-j-5A)'— 36a*aB5à(i20-{-5à) dal re^uo, perché o 6 <i* fa 
già sottratto : eseguendo questa sottrazione , siccome nulla rimane , la radice 
cercata sarà certamente 6o-[-5A. 

i33. Propongasi per secondo esempio la quantità a 4 -U 2 a^A-^a*A*-}-aa*c-f. 
-|-aadc-f-e* da cui si voglia estrarre la radice quadrata. Posto che questa quan- 
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tilà bì Taccia rimanere ordinata per a, la operazione procederà nel modo che qui 
si vede 


a4-f-2a^^a*^*+2a*e+2odc-|-c* 1 o*+od-j-« 
ai 


ià^b-\-u*b*-^2a*e-\-2abc-\-e* 


2o*c-|-2a4c-|-c* 

2a*C-j-2«^C-f'<^* 


% 


0 


Avendo ciuè nel modo già dello sopra trovato a*-\-ab per i due primi termini 
della cercata radice, sottraendo (a*-|-ad)* dal proposto polinomio, ovvero 
(a'-|-ad)* — a^^ab (2a*-\-ab) dal primo residuo, non si ottiene zero pel secondo 
residuo ma 2a*e-\-2abc-{-c* , ciò che indica che la radice non risulta di due ter* 
mini soltanto. Laonde (120) si otterrà il terzo termine dividendo il primo 2 a*c 
del secondo residuo pel aoppio di a* primo termine della parte già trovala 
a*-\-ab , e scrivendo in radice il quoto c. Di nuovo sottraendo dalla quantità 
proposta la radice innalzala al quadralo , ovvero — 

— (o*+aó)*s=c(2a*-J-2aà+c) dal secondo residuo , siccome nulla nmane , sarà 
a'-^-ao-l(~c la radice cercala. 

i 34 . In generale adunque per estrarre la radice quadrata da un dato 
polinomio (p), si dovrà anzi ogni altra operazione ordinare questo in modo 
che il primo suo termine sia un quadrato esatto, e quindi seguano gli altri 
termini disjwsti con ordine tale che le potenze delle lettere che « trovano 
nel primo vadano diminuendo fino alV ultimo. Ciò posto dal primo termine 
se ne estrarrà la radice quadrata, che si porrà alla destra di{p)\ esprimerà 
questa il primo termine della cercata radice. Sottraendo in seguito il qua- 
drato di questo primo termine dal polinomio (p ) , dividasi il primo termine 
del risultante residuo (r,) pel dojipio del primo termine della radice ; il 
quoziente che si otterrà , dinoterà il secondo termine della medesima. Ag- 
giungasi quindi al doppio del primo termine della radice il secondo termine 
della medesima col proprio segno , e la somma che ne risulta moltiplichisi 
per lo stesso secondo termine ; ove il prodotto risulti uguale al residuo 
(ri) , in modo che sottratto dal medesimo nulla rimanga , la radice sarà 
composta dei soli due termini finora trovati. Ottenendosi però da questa 
ultima sottrazione un secondo residuo (ri), si dividerà il suo primo termine 
pel doppio del primo termine della parte già trovata della radice ; U quo- 
ziente esprimerà il terzo termine della radice medesima : e questo sarà e- 
ziandio [ ultimo ove aggiugnendolo col proprio segno ed doppio dei due 
primi termini , il prodotto di questa somma pel medesimo terzo termine rie- 
sca uguale al residuo (ri). Che se nascesse un terzo residuo (ri) , si otter- 
rebbe (lag) con lo stesso metodo il quarto termine della radice, mediante r 
tre termini già trovati , e coti di seguito. 


Digilized by Google 


Cerone nn tcrto esempio 


ip) '+« > + ^ 



** , 5 s 4 7*5 

Z3 ‘ s4 27 ^28^ 


(rO 


{ri) 


2 » 

*8 *4 

2 » 25 " 


*8 *4 

2 ^* 2® 

— 4. — ** j- ** 

2* 24 2^ ' 2® 


5s4 

. *5 

*« 



2 ® 

+ ir - 




5s4 




25a> 

2 ® 

27 ' 

2» 

2*0 * 

2ii 


Zf!_ 

q£ 

5a7__ 

25*® 


27 

2» ~ 

2*0 

ai4 


ec. . 





In questo esempio la operazione si continua all' infinito ; e poiché 
(»+*)->*=(»•«) . 

('+*)—(«+ 7 )**(»'>)i 

(i+a)-(i+ ^ , 

(>+*)“(>+ 7 - 53 + S)*=('‘ 4 ) . 

(«+*)-(i+ 7 “ ir + - ì7)*=('-5) . 

ec. . . . ec 


peraé se i rendni (r,) , (ra) , (rs) , (r4) , (rj) , . . . decrescono per nodo che 
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(r„ ) . crescendo n olire qualunque dato nomerà quanto si voglia grande, sem- 
pre più si accosti a sero , sarà nel limite (»3o) 

, , s s’ , 5*4 7*5 


ovvero 


z Z* 534 7*^ 


doudc* 


— — « 5c4 , 7*5 


idj. Essendo C|5_j-3a’à-^3aà'-l-à5 il cubo della radice a-^b, chiaro ap- 
parisce che si otterrà questa radice , quante volte non si conosca , estraendo dal 
|)rimo termine «5 la radice cubica , la ouale è « , e pel triplo quadrato dio di- 
videndo il secondo termine 3o’^ , giacché il quoziente sarà b , cioè il secondo 
termine della radice. 

Propongasi ad esempio di estrarre la radice cubica dalla quantità polinotnia 
54a’^«’«4 — 27OT5rt6-f-8a6à5— 36a4è’fWB*. Ordinando questa per a , la opera- 
/ione si eseguirà nel modo che qui si vede 


8a®à’ — 36tf4à’/»n'-f-j4-a’^w’«i — 1 ’>a'b-—Ztnn' 
«aCZi’ 


— 36a4^'»i«’-f-54a’èwi*«4— 27 iM*>ifi 

— -36a4ó’mn’-^54«’dw’n4— - 27171 *»® 


0 


Estraendo cioè dal primo termioc 8o®^5 |a radice cubica , si’ avrà il primo ter- 
mine v8a®à*=2a’.4 della cercala radice ; sottraendo il cubo di questo primo 
termine d^ polinomio dato , resterà— 36a4^’777a»-j-54o’iw’n4—27m*«®. Di- 
videndo quindi il primo termine di questo residuo pel triplo quadrato di aa’è, 

si otterrà il secondo termine della radice= *=*— 3m«’. Ciò posto 

il prodotte del triplo quadralo di aa*ò per — Sotti* è — 36a4d’m»’ , il pro- 
dotto del^ triplo di aa’o pel quadralo di — 3 ottì* è 5 izi’òm’n 4 , il cobo di 
— 3 w 7«* è — 27 OT*»® ; e poiché sottratti tutti questi termini dal residuo nulla 
rimane , la radice cercata sarà ia*b—'òmn'. 

1 36. Dovendosi in secondo luogo trovare la radice cubica del polinomio 
8a®-j-36a4^ — 1 2a4e-l-54a’ò’ — 36a’ic-|-6a’c’-f-27Ò5— 27^’c-j-g^ — c* 1 la 
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operazione si disporrà come seguo 

8a®+36rt4^i2a4c+54o*4*— 56a*^c+6a*c*+27^’-27Ó*c+94c*— c*|2a*+3d— c 
8a® 


36a44 — i2a4c-|-54o*4* — 36a’4e4"6«*e*+274’ — 274*e-|-94<?* — c* 
36a44 +S4a*4* +274* 

N 

— i2a4c — 36a*Ae-)-6aV* — 274*e-|-9//c* — e* 

— I2a4c — 36a*4c-j-6a’e* —274*04-9^0*— c* 


o 

Dopo cioè (li aver trovalo i due primi Icrmioi della radice nel modo già sopra 
indicalo , dividendo il primo termine del residuo — i 2 a 4 c — 36 a’ 4 c-^ 6 a’c’— 
— 2^]6’e-^-^c' — c* pel triplo del quadralo di 2a* , si avrà — c pel terzo ter- 
mine della medesima radice (129)- Posto ciò il triplo prodotto di (2a’+34)’ per 
— e è — I 2 a 4 e — 36 a’ 4 c — 2'jb'c , il triplo prodotto di 2a'‘-f-34 per c* è 
GaV’-j-gèo’ , il cubo di — c è — c* , e tolte queste quantità sottratte dal secon- 
do residuo danno zero pel terzo n'siduo. Adunque la radice sarà 2a’-^34— c. 

137. In generale allorché da vn dato polinomio {p) »i vuol estrarre la 
radice cubica, si ordinerà esso in modo che il primo termine sia un perfetto 
cubo, e negli altri vi sieno le potente delle lettere che si trovano nel primo 
talmente disposte che vadano sempre diminuendo fino a'I tdtimo. Dal primo 
termine di \p') cosi ordinato se ne estrarrà la radice cubica , la gitale sarà 
il primo termine della radice che si domanda. Sottraendo da {p) il cubo 
del termine già trovalo , divi lasi il primo termine del risultante residuo (r, ) 
pel triplo quadrato del termine già trovato , il quoziente sarà il secondo ter- 
mine della radice. Or se sottraendo da (r,) il prò lotto del triplo quadrato 
del primo termine nel secondo , il prodotto del triplo del primo nel qua- 
drato del secondo termine, ed il cubo dello stesso secondo termine, nulla re- 
sti , la radice si comporrà dei soli due termini trovati. Ottenendosi però un 
secondo residuo (r») , il primo suo tei-mine si dividerà pel triplo quadrato 
del primo termine della ra lice , ed il quoziente esforimerà il terzo tertnine 
delta medesima. Questo terzo termine poi sarà altresì t ultimo (129) quante 
volte sottraendo da (r») il prò lotto del triplo quadrato dei due primi termini 
nel terzo , il prodotto del triplo dei due primi termini nel quadrato del ter- 
zo , cd il cubo del terzo termine , si abbia zero. Che se da questa seconda 
sottrazione risultasse un residuo (ri) .si procederebbe nella stessa maniera 
a fine di determinare gli altri termini della radice. 

1 38 . INon di altro fa d' Dopo perchè s’intenda in qual modo debbano 
estrarsi le radici 4 * 1 5 “ , ec. . . dai polinomii. Ceneralmcnte troveremo 
il primo termine della radice n*‘“* estraendo la radice medesima dal 
primo termine del polinomio , poi continueremo la operazione moltipli- 
eando per n la potenza (n— i)*™* del primo termine già trovato della 
radice , e dividendo per questo prodotto il primo termine di ciascun re- 
siduo ; che però espressa con H la parte della radice avanti ottenuta e 
con K il nuovo termine della medesima rappresentato dal quoziente ri- 
sultante da quella divisione , dovrà sottrarsi aa quello stesso residuo (129) 
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il polinomio 

nH— K+ II— K*+ +K“ . 


CAPO VI. 


DEL MODO DI ESTHAHBE LE EADICI DII NUSEBl. 


i 3 g. n metodo che si adopera per estrarre le radici. dalle quantità algebri- 
che riesce dei pari applicabile ai nomeri (*). Per lo che si supponga il numero in- 
tero Af comporsi di m cifre. Poiché (128) io™ è il minimo ai tolti i numeri in- 
teri che si compongono di m-|-i cifre, e io'"~* è il mìnimo di tutti i numeri in- 
teri che hanno m cifre , perciò il numero delle cifi;e di cui si cumponc la potenza 
M" nè giungerà al numero delle cifre di cui si compone io™'* , nè potrà essere, 
minore del nnmero delle cifre di cui si compone io Ma i o™* è il minimo 

degl’ interi che hanno mn-|-i cifre , e lot™— 0» è il minimo degl’ interi che han- 
no (m— I )n+i cifre ; adunque le afre di Af* nè saranno più di mn nè meno 
di (m — i)n-f-i. Dividendosi quindi le cifre di M" , cominciando da. quella delle 
nnilà , in classi di cui ciascnna ne contenga n , lasdando alla nltima classe a si- 
nistra le cifre che avanzano , sieno pur queste di numero nguali o minori di n , 
si otterranno al certo m classi , tante cioè quante sono le cifre di IH. Conseguita 
dal detto che dato un numero intero P , aa cui cercasi estrarre la radice /<"™* , 
se cominciando dalle unità dividasi P in classi di cui ciascuna abbia n cifre -, la- 
sciando alla nltima classe quelle che avanzano , e si ottengano k clasù , tante 
senza dubbio alcuno saranno le cifre della cercata radice , quante unità si con- 
tengono in à. Così per esempio del nnmero 187388721 la radice quadrata si 
comporrà di cinque cifre , la cuhica di tre , la quarta anche di tre , ec. ■ . In- 
fatti dovendosi da quel numero estrarre la radice quadrata , il medesimo si divi- 
derà a questo modo i , 87 , 38 , 87 , 21; dovendosi estrarre la radice cubica 
sì diinderà come segue 187 , 388 , 721 ; e volendosi estrarre la radice quarta si 
dividerà cosi i , 8738 , 8721 ; ec. 

i 4 o. Riguardando adunque le sole cifre intere , e queste rappresentando 
cop a, 6,0, . . . . 2 , si avrà (128) . ■ . 

\/7=io**-*a-f-i,o*7'4-J-io*“’<?-J- .... +5. 


(*) Se vi ba eiitote ebe nell' iisegnare il metodo di eatrarre le radici dai nomeri meelìo 
aceoppiaaie a aquitiU elegaaxa ampia «eneralitl , egli è a mio credere il nostro P. Carafià. 

K £i>rtjmmiafm tomi A.ta ai., t . 


l>arU alle del lodato Autore, promeUendo loro da qualche mia dilacidaxioQe aeciuoU. 
e topiù dalla viva voce del Pi^ettore . ebe abbia a scemare io parte ogni qualunque dif- 
nmiu che aenia dubbio qui proveranno maggiore, che nei precedenU IratUti , la qeala per 
auro deriva ^a geocrabtà alena , eoo cui viro capotta ailbUa materia. 

Fol.I. lA 
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looltra 

(io*-'fl)" s=o* . io(*"0» ; 

w(io*~‘a)"“‘ . ; io(*“0(»-'>f*-**aawa*->i . ioC*-0*-< ; 

(io*"'a+io*“*3)* a*((ioo-fi) . «=(ioa+4)“ . io(*7’> ; 

n(io*“’a+»o*"”^)^* . io‘“*c=»(ioa4-4)^’c . ^ 

=«(ioa+4)"-*tf . ; 

(io*-'«+io*“*i+io*‘“’c)'' =((io*«+*o^+<^) • IO*-*)" = 

sss(io*o+ioi+e)" . 


n(io*~’a4-io*“’i+i.o*'^r)?~' . io*“*rfo= 

=n{ I o*a+ 1 oi-\-cY~*d . i = 

=n(io*a+io5+c)""’rf. ; 

(io*“'a+io*“’^+io*~’c+io*“<rf/ =a((io*o+io*i-f*io^+*0- io*-<)"= 

=(io*a+i®*^+*®c+‘0* • ; 

=«( io*b 4- 10*^4* • • io(*'<X"“0+*-» — 

s=n(to’a4-io*4+ioc4-rf)*~V . loC*-*'*-’ ; 
ec ec. . . . . 

Da siffatte forinole conseguitano i segnen ti teoremi. 

1. " La potenza n*‘*" della prima cifra a della radice n""* da eeirar-r 
ri dal numero P è tutta compresa nella ultima classe a sinistra dello 
stesso P. 'Infatti dalla primA formola è chiaro che la potenza n^*>* della pri- 
ma cifra a vale a* eoo un seguito di l^k — i)n zeri, i quali occupando A— i 
classi del numero P , mostrano che a* e tutta compresa nella ultima classe a 
sinistra dello stesso P. ‘ 

2 . " Il prodotto della potenza (o— 1 )**“ della medesima cifra a per n e 
per. la seconda cifra b della radice non oltrepassa in 9 la pròna ci- 
fra della seconda classe , a contare da sinistra^ Perocché dalla seconda 
formola quel prodotto Tale naf-'i. ioC*-‘>-:‘ , tale cioè nfi’'~’i seguito da 
tanti zen quante unità si comprendono in (à— i)r-»i ; or il numero di que- 
sti zeri occupa k-^i classi di P meno la ultima cifra della ultima di queste 
classi che corrisponde alla prima cifra della seconda classe , a contare da si> 
nistra. Dunque il prodotto ntf-'b non oltrepassa in la prima cifra della secon- 
da classe a contare da sinistra. 

3. ® La potenza n'‘“* della parte della radice n**"* di P composta 
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dalle due prime cifre a, b, la qaale è loa-j-b , non va olire la seconda 
classe, cominciando dalla sinisira dello stesso P.Per Terità quella potenia dalla 
teraa forinola ba il valore di (laa^òy. io (*“•> , equivale cioè a (ioa-j-è)* con 
un seguito di (li — a)» seri: ma questi zeri occupano k — a classi di P ; sarà 
dunque la potenza (toa-f-i)* compresa tutta nelle- due ultime classi a siuislra 
di P , non va cioè (ifm-^oY oltre la seconda classe, cominciando a coutarn 
dalla sinistra del medesimo A 

4-" Il prodotto della potenza (p — della parte per e per 

la terza cifra c della radice non si esteri in P oltre la prima cifra 
della terza classe, a- contare da sinistra. Infatti dalla 'quarta formola è 
manifesto, che il succennalo prodotto equivale ad n(ioa+è)*— *c. loC*"’)"”', 
equivale cioè a a( i oa-|-4)»”'e seguito da (k — a)/i — i zeri, che occupano k—z 
classi di P meno la ultima cifra della ultima di queste classi che corrispondo 
alla prima cifra della .terza classe , posto che si cominci a contare da sinistra. 
Dunque il prodotto n(ioa-\-ò)*~‘e non sì estende in P oltre la prima cifra della 
terza classe, cominciando a contare da sinistra. 

5.” La potenza n"“* della parte della radice n**"* di P composta dalle * 
tre cifre a , b , c , /<z quale è io*a-{-iob-{-c, non oltrepassa la terza classe, 
comiifeiaiido a contare dalla sinistra. 
cc.ee 

i4i. Conoscendo le potenze delle nove cifre i, 2, 3, 4i 7, 8, 9, si 
otterrà subito la prima cifra a della radice da estrorsi dal numero P ; 
poiché (i4o. i/°) la potenza a* 0 costituisce la classe ultima a smisira dello 
stesso /* , o è la massima fra le potenze n"*** d’ interi , le quali conlengonsi in 
quella classe. Le rimanenti cifre b, e, d, e, . . . ottengono manifestamente 
con lo stesso metodo che indicammo sopra (tS8) ; purché le divisioni e le cor- 
rispondenti sottrazioni fi esegotscano solamente nelle debite cifre de! residui , 
come si rileva dai teoremi dimostrati nel numero precèdente. 

E qui dovrà avvertirsi quello stesso che si osservò già nell’ Aritmetica 
(33. 35. 2.°) trattando della divisione: se la potenza (»— i}*'*" della radice 
già ottenuta moltiplicala per n porgerà un prodotto maggiore del numero che 
per esso deve dividersi , sarà =0 la. corrispondente cifra delia radice. 

' p> « — V Z’' 

i4n. Facendo P'=Pi io*"; sarà P=as — r-', dwjde (i i4) - - j — ' 

Quante volle- cioè dalla ultima sottrazione si ottenga un residuo , potrà , me- 
diante. una opportuna giunta di zeri , continuarsi la operazione in decimali 

quanto si vorrà', e la stessa V Z' risulterà di k cifre intere e di 4 decimali. 

Che se si supponga il numero /* da col si deve estrarre la radice ol- 
tre le k classi di cifre intere avere ancora delle cifre decimali , certamente il 
numero di queste si potrà , salvo il valore , aumentare con aggiugnere degli zeri 
(55) se faccia d’ uopo por ridurlo ad m ; soppressa quindi la virgola si conver- 
tirà P in. un intero ^ di à-|-r classi : sàraano a^nqne k-\-r le cifre intere di 

V0t * poiché/*»-^, perniò (n 4) • Cioè (55) le r cifre a de- 
atra in porgeranno altrettante cifre decimali inVZ'- 

* 
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i 43 . Premesse siOkKe cose è manifesto in i^nal modo debba conddrsi ta 
operadone o perchè Dalla resti in iìne della medesima , og^ni volta che la radice 
possa esattamente ottenersi , o perchè , ove la radice non possa ottenersi esatta- 
mente, resti nn numero decrescente all' infinito, prog;redeDdo8Ì sempre piò verso 
il vero valore della radice. Veniamo agli esempli. 

I.* Sia n=2 , /’= 324 , e perciò As2. Avendo riguardo alle sole cifre 
intere , sarà (i4o) 

Per trovare poi le due dfre ae b la operazione si dbporrà come segue 
3 , 2 4 I i8 


a a .4 
2 2 4 

o 


Essendo cioè =si il quadrato che si contiene nella seconda classe a sinistra, sarà 
a’ssi'e qnindi 0=31. Sottraendo ai(=3i) da quella classe, resta 2, acuì 
unendo la prima cifra 2 della prima classe a destra , risulterà il numero 22 , in 
cui (i 4 o- 2'°) contiensi il prodolto aaà. Pinr ottenere dunque 6 dividasi 22 per 
2a(=2) : ma non potrà b essere uguale nè a 1 1 nè a io , anzi non si potrà 
pendere neppure tesq, perchè 4 ( 2 . ioa-f- 4 )=g( 2 .i 0-4-9)3326 i> 2 z 4 da cui 
(i 4 o. 3 .°) SI deve sottrarre b( 2 .ioa-\-b) ; e poiché preso il numero prossima- 
mente minore 8, sì ha 4 ( 2 .io-ì- 4 )= 8 ( 2 .io-^ 8 )= 224 ' non maggiore di quello 
da cui si deve sottrarre , dovrà perciò essere 4 »^. Compiuta U sottrazione nulla 
resta , e quindi sarà 


V 3 a 4 ^io. 1-4-8=18. 

a.* Rimanendo »=2 , pongasi /’sSfiifig , sarà hmì ; e però avendo ri- 
guardo alle sole cifre intere , avremo • * 


V56i 6g=io’a-f- io4-|-ff. 

Per trovare a, 4 , c dìspon^i la operazione cosi 

S,6 t,6 9 1 237 
4 


.1 6,t 

.129 


3 2 6,9 
3269 
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Essendo cioè 4 la massima potenza d'interi fra quelle che sono di secondo grado 
e si contengono nella altima classe a sinistra , sarà a>= 4 , donde ase. Sot- 
tratto a’(= 4 ) da qnella classe resta i , a coi appressando la prima cifra G della 
classo prossima seguente, otterremo i6 da dividersi per 2a(=4) a line di avere ó: 

ma non pnò essere 6 = ^= 4 , poiché risulta 4(2. ioa-|-i)= 4 (a'io. 2 -|- 4 )= 

za:i 76 >i 6 i;prcso poi il numero prossimamente minoro 3 riesce 4 (a.ioa 4 * 4 )as 
=3(s.io.2-|-3)ai29'^i6i , sarà quindi 4 =s 3 . Sottraendo adunque 129 da 
161 il re«dao è 32 a cui unendo la prima cifra 6 della terza classe, si otterrà il 
numero 826 , il anale f i4o.4-°) contenendo il prodotto 2 (ioa-{- 4 )c=: 46 c > do* 
vrà dividersi per 46 onde ottenere c. Il quoto 7 
donde oonchiudesi cassy , e 


V56t69«io*.2+io.3-f-7=a37. 

3 .** Pongasi di nuovo nss2 , 4^223918241 sarà kaa 4 , e (i 4 o) 

V2239 1 824= I o’a-f- 1 o’ 4 + 1 OC+«f> 

Gm la seguente operazione 

22 , 3 9, 1 8,2 4 1 4733 

16 


6 3,9 

609 


3 o 1,8 
2829 


I 8 9 2.4 

18924 


o 

ricaviamo aosJi^ 4=7, e= 3 , r 4 xx 2 ; adunque 

V2289i824F»io*.4+io*.f-f-io.3+2SB4732.' 

Infatti poiché a’=st6 , si avrà ffs34. e 2a=r8 ; quindi 4=7, e 4(2.ioa-)-4)9a 
6o9;epercbè 2(ioa-l-4)=K9Ìsì otterrà css= 3 ,ec( 2 .io’o+ 2 .io 44 ‘ 0 =®®* 9 » 
posto CIÒ sarà 2 (io*a-l-io 6 +c )=946 , donde àf=r2 e àf(a.io*a-I- 2 .io* 44 * 
>{- 3 .ioe-f*(f)ssi 8924 , cioè niente avanza nella ultima sottrazione, e per conse- 
guenza V223gi7824s=47 3 z . 

4.° Seguiti a mettersi n=2, e sia 4 ’= 38 Ò 68 , 692844; (l 4 a) r=: 3 , 

c soppressa ut virgola li convertirà P. Beli’ ùttero i^b8o68692544* Or noi tr»- 
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TÌamo esattameoto 

V38o68692544*io5« 4 -io 4^ +io*e +io*rf +>oe •\-f— 

=io5.i+io4.g+to*.5+io*.i4-io.i +2=195112 , 

7^’ quindi (55)V38o68,6j2544s*»-^^^ «igSim. 

Che poi si troTino oassi , 4=g, c=5 , daat , faci , faai reodesì chiaro 
per la segocnte operaaiooe 

3,80,68,69,25,441 fg 5 ii 2 

1 

2 8,0 
261 


1 9 6,8 
1925 


4 3 6,9 
3 9 0 I 


4 68 2,5 
3 9 O 2 I 


7 8 0 4 4,4 
78 o 4 44 


o 

per la quale risolta am, e 2a=:2 ; e goindi 4=g, 4(2.ioa+^)ae26i , e 
2(i0ff+^)s=38 ; donde c=5 , c(2.io*a+2.ioJ+c)=i925 , 62(10*0+ 
+io4+c)=3go ; laonde sarà d=i, (/(a.io*a+2.io’4+2.ioc+(i)=39oi , 
e a(io*fl+*®’^+>o<^+‘^J— 3902; perciò <= I, e(2. 1 o 4 o+ 2. io’ 4 + 2 .io*c+ 
+2.io</+e)«>s3902i , e a(io4a+iO*4+io*c+ioi/+e)=39022 ; quindi 
fan, ed,^scndo /(2.io5a+2.io4ó+2.io’c+2.io’rf+2.ioe+/ )a=!78o444 

niente resterà dopo la oltìma sottranone , e risalterà V di cibo intere «oltao lo, 

sarà ciot c8at(anieDleVj^B:i95ii2. 

' 5 ^ Pongasi per la ultima volta nasa , e m abbia /^sa268i293 , la opera* 
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zione dovrà istiloini come ségae 

3,68,13,93,00,00,00 i 1637, 465 


ì 6,8 

1 5 6 


I 3 1,3 

969 


3 4 3 9,2 
22869 


1 5 3 3 0,0 

130976 


3 I 3 'Z 4 0,0 

1 9649 16 


16 7 4 8 4 0,0 

16374625 


3 7 3 7 7 5 ec. oc. .... . 

Essendo cioè a»! e 20=3 , si prenderà 6=6 per avere 4 ( 2 .ioa-^i)=i 56 
<t68 ; donde 2(ioa-f-6)=32 , e perciò css >3 ; quindi risalterà c(2:io*a-:4' 
-}-2.ioó-f-c)=969 , e 2(io*a-|-ioi4-c)=3a6 ; si otterrà daoqne <^7 , e 
^2.io}a-^2. io’è-|-2.ioe-f-dì=22869. Dalla sottrazione ultima rimane il nu- 
mero iSaS ; laonde continuando la operazione , come è detto sopra (i 43 ) , a- 
vrerao 2 (io 3 a-|-io*d 4 -ioe 4 *t^)=“ 3 ^ 4 , e quindi e= 4 » c(a.iola-l-2.io®4+ 
-t-2.io*e-l-a.io</-|-ei= 180976 , M(to4a-j-io’d-f-ioV-f-iorf-l-e)s=32748j 
donde ricavasi /=6 , yfa.io*a-l-a.io4è-|-3.io®c-}-a.io*rf-f-2.ioe-f-/) = 
1964916,. e 2(ip5a-|-io44-J-io*<?-^io’</-f'io«-|-/}=3a749a ; e peròj'sS, 
ec. ec 

Si aVrà dunque pel citato numero 
« 

Y/^iasi 637465 . . . , e v"^= V268 i292=i637,465 ... 

6 ." Sia ora n= 3 , 7 ’ai 43877824 , donde às 3 , c quindi 
»/ 

Vt 43877 b 24 =io*a+io 4 '+'c. s 
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Ecco perlanto la operazione da esegnirsi per ollenere a, 6 ', c . 
i43,8 77,8 I 524 

125 



3 2 69 8,24 

3 2 69 8 z 4 


0 

Poiché o^ési 25 , sarà os 5 , Sa’as 75 c per consegnenza d:=2 ; posto cié si 
arra 3 .io*o*d+ 3 . ioa 4 ’+ 4 *=i 56 o 8 , e 3(ioa-|-4)»ass8ii2 ; qamdi <«=4 , 
ed ottenendosi ofio*a+iod)*c-|- 3 (io’a+ro 4 )c*+é *=3269824 non vi sarà 
residuo dopo la ultima sottrazione. Adunque 

V i43877824=*o».5-t*io.2+4=524. 

7.° Sì abbia di nooro nr =3 , e i’= 743 ^ 45 i 6 . Siccome questa radice non 
può ottcneni che per approssimazione , farà d uopo operare cotqe segue 


3 94 , 5 16, 0 00, 0 00, . . . 1 4 zo, 5 j. . 


IO 3,94 
IO o 88 


3 06 5,16 0,00 
2 64 9 i 5 1 25 


4 i' 6 00 8 75 0,00 
37 I 38 4 34 I 93 


4 4 ^2 4 4o 8 07 ec. ee. 


Poiché a^saG4 < *arà aai , 3a'=48 , e perciò tsszs. Or se as4 0 d=2 , il 
valore 3. ioV'‘d+3.ioad’+ó* riaolterà= 10088, e sarà 3(ioa-|-d)*s=:5292, 
per cui dovrebbe divìdersi 3o65. Pertanto non potendosi So65 dividere per 
0292 , si avrà (>4i) c«=o, e 3(io*a+iod)*c.+3(io’o-piód)e*-j-c’™o. Sarà 
slnnqne 3o65io il residuo che si ha dalla ultima sottrazione. Continuandola 
operazione come è prescrìtto sopra (i42), otterremo 3(i o*a-}-<od-{-c)*ss529200, 
e quindi verrà </^5,donde 3(io*a-j->o*4+ioc)*rf-j-3(io*a+io*d-{-roc)<f*+ 
<^d^w2649i5i25 , 3(io^a-)rio*à-|-ioc-{-(/)’Bai53o46o75 , e perciò e^^ , 
S(io4a+ 10*44- lo'e-f- io<0’a + S(io4a + io*4 -f- io*c+to«f)e*+e^=: 

SS37138434193 ec. ec. . . Essendo cioè 4 ao 57 • • • ù otterrà V? = 

V743945i6-420i ^7 . . 1 
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io5 

8.0 Debbasi fioaliofflie estrarre la radice quarta dal numero 33734o256i, 
tara nss^'t 7’=33734o256i , e quindi Aas3. Ponendo pertanto 

V33734o256i=io*«+ioi+tf , 

si dedurranno lé dfre a, b, e con la seguente operazione 

33, 7 34 . 0, 2 5Gi 1 a4< 

16 


17 7,340 
17 I 776 

” 5 564 2,56i 
5 564 2 56i 


o 

Infatti poiché o4=si6,ff=:2,e4fl®=32; quindi 4=4, 4.*o*a®4+6.io*a*4*4- 
+4.10343-1-44=171776, e 4(*oa+4)®=55296 jdondec=i,e4(io*a+ 
-j-io4)*c+6(io*a+io4)*c*+4(io*o+ioó)c*-j-c4=sB5564a56i. Nulla dun- 
que rimane dopo la ultima sottrazione sarà perciò 

V33734o256i=io*.2+io.4+i— a4*- 


CAPO VII. 


OZILE EQUAnONI IN CENEBALE , DELLA BISOLUZIOHE DELLE EQUAZIONI 
DBTEEVINATE DEL PBIMO GBADO , B DELLA BLIHINAZIONE. 


144. Tutto quanto è detto finora riguardo al computo delie quantità fa 
mestieri applicare alla risoluzione delle equazioni , nella quale consiste l' uso del- 
l'Algebra. 

Diccsi equasione una qualunque uguaglianza fra due espressioni contenenti 
quantità cedile ed incognite. Si^atle espressioni formano i due mefn4rt della 
equazione. Vengono questi membri divìsi dal sogno di uguaglianza , c printo 
membro appellasi quello che precede il segno , c l’ altro che vico dopo il mede- 
simo segno si nomina secondo membro. Nelle equazioni le quantità cooosdotesi 
esprimono con le prime lettere a, 4, e,. . . dell’ alfabeto , le incognite con le uK 
time * , y , s , . . . 

Una equazione dicesi determinala se contiene una sola incognita , inde' 
terminala se ne contiene più , giacché quella , come vedremo , ammette una o 
un determinato numero di soluzioni , questa poi ne ammette infinite. Allora poi 

FoU. i5 
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diciamo che ona eqaauooe determinata ai riioWe , ooando Tengano effeltira* 
menta a determinerai i Talori della incognita che nella equazione medesima ai 
contiene. Sifiatti ralori si appellano radici della equazione, che dicesi di quel 
grado medesimo al quale ascende la massima potenza della incognita. 

Adunque per radici di nna equazione determinata s' intendono quei valori 
che posti in luogo della quantità incognita soddisfanno alla equazione medesima, 
HMidondo cioè il primo membro uguale al secondo. La equazione per eseuiiìio 

xi-f- • 6xr=2.c*-f- 1 ■> 

è di quarto grado, e siccome dal prendere ox=i,o x = — 3,ox=i-l-2^— i, 
ox=i— 2 V — I la medesima vicn soddisfatta , perciò 


I, — 3 , 1+2V — '1 • — 2Y— •! 

sono le sue radici , le due prime reali , le altre immaginarie. 

i 4 S. Qualunque termine col aegno mutato può trasportarsi , salva la 
uguaglianza, dall' un membro nelC altro di una, qual eli ella siasi, equazio- 
ne. Infatti ciò manifestamente riducesi a sommare o sottrarre da ambedue i mem- 
bri la stessa quantità , lo che non turba ponto la ngnaglianza fra i membri me- 
desimi. Sottraendo ad esempio 2X> da ambo i membri della equazione 
4 -i 6 x=zx»-l-i 5 , otteniamo ugnali fra loro i residui x 4 -l-i 6 x — 2x*, 2x*-|- 
-j-i 5 — 2x*, cioè x 4 -{-i 6 x — 2x*=i5, dove si vede che il termine -{-ax* della 
proposta equazione è stato traslogalo dal secondo membro nel primo col sogno 
mutato , ed è chiaro che lo stesso può farsi in generale. Or se aggiugniamo 2x* 
ai membri di questa ultima equazione riusciranno fra loro uguali le somme 
^i-f-iGx — 2x*-|-2x*, i5-1-2x*, si tornerà cioè ad avere x4-|-i6x=5S!2x*-l-i5 
cui trasportare il termine— ax* col sogno mutato dal primo nel secondo membro. 

Per siffatto trasporto possono i termini tutti di una data equazione collo- 
carsi in un membro solo , sicché nell' altro vi rimanga zero. Cosi se g^-f-iGx= 
ss 2 x*-|-i 5 , sarà pure 

x^ -J- 1 6x— 2x’— 1 3=0. 


i 4 G. Le quantità cognite , che nei diversi termini di una equazione qualun- 
que moltiplicano le varie potenze della incognita , diconsi coefficienti di qnci 
termini. Ora tin qualsivoglia equazione si potrà sempre ad un termine, salva 
la uguaglianza fra i membri , togliere il coefficiente , purché pel medesimo 
si dividano lutti i rimanenti termini della equazione. Ad esempio la equa- 
zione 

x 4 -j- 1 6x=B2x*r^- 1 3 
potrà scriversi ancora nei modi seguenti 


2 


XT , _ . i 5 x 4 . X’ IO 

--f 8 x=x>+-, -_+x=-^-f-^. 


Per verità , senza punto fnrbare la uguaglianza fra i dne membri di nna bqna- 
^.one , possono tutti i termini di questa dividersi per una stessa quantità ; ma 
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col torre il coefficiente ad nn lermioe, e col dividere pel mi^esimo i termini rima- 
nenti , la equazione viene in tutti i suoi termini a dividersi per la stessa quanti- 
tà. Adunque ec. 

lAy. Abbiasi una equazione qualunque , in cui contengansi dei termini 
fratti ; col molliplicare pel prodotto dei denominatori dei ternani fratti tutti 
i termini della equazione propotta , rimarrà questa , salta la uguaglianza 
fra i due membri, del tutto sgombra dai succennati termini fratti. Ad esem- 
pio moltiplicando tutti i termini della equazione 

1 5 

76 +”“¥ + 1 ^ 

pel prodotto 16.8.16, risulterà 

8.i6a:*-|-i6.8.i6ar=i6.i6x’-|-8.i6.i5 , 

equazione in cui non si contengono frazioni; e perchè questa è divisìbile in tatti 
i suoi termini per 8.16, eseguende una tal divisione , si tornerà ad ottenere la 
equazione 

ar*-|- 1 6 x*s*2 X* -|- 1 5 , 
dalla quale si dedusse (i46) la proposta 


X* 

16 


X* i5 


La ragione poi , per cui siffattamente operando si giugne sempre ad avere una 
equazione che sia priva di frazioni , è agevole a concepirsi. Perocché col molti- 
plicare tuth i termini di una equazione pel prodotto dei denominatori delle fra- 
zioni che nella medesima si contengono , ciascuna di queste frazioni riducesi ad 
avere il ’ numeratore esattamente divisibile pel suo denominatore , riducesi cioè 
ad un numero intero. 

i 48 > Propongasi ora a risolvere una equazione qualunque determinata , e 
che sìa del primo grado ; sia per esempio 

ax 6 x . . 


l'ogliendo le frazioni , risalterà (i47) 

adx -^-bcdxsBÌ*x — òdex -\-b(f. 

Truporlando dal secondo nel primo membro tntti quei termini, in cui sì contiene 
la incognita x, si avrà (i46) 

aJx-^bcdx— 6 *x+ 6 dex^bdf : 

sarà cioè 

{<td-t['bcd—b*-^bde)xmsbdf ; 
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donde si ricaTerà (i46) 

hdf 

ad-^-bcd — b*-\-bde ' 

In generalo le equazioni determinate di primo grado' , dietro le regole già 
spiegate nei numeri precedenti , senza veruna diiiìcoltà si ridurranno alla forma 

x=À , 


qualunque nel resto sìa A , positiva cioè o negativa , reale o immaginaria. 

i49- A renderci pertanto familiare una tal riduzione iia bene lo esercitarci 
nel risolvere i seguenti problemi. 

Probi. i.° Tra la età di un padre e quella del di lui ^figlio vi è una 
dijlferenui di anni =Xo ; dippiù te alla età del padre si aggiunga quella 
del figlio , si ottiene una somma di anni = i oo ; cercasi la età di ciascuno. 

Pongasi =zx la età del padre : sarà quella del figlio =bx — 4o. Ma alla 
età del padre aggiugnendo quella del figlio si ha loo. Dunque sarà 


ossia 
e quindi 


x-\-x — 4o=ioo , 
2Z=:IOO-f-4o=l4o I 
i4o 

^ — =70- 


È dunque la età del padre ugnale ad anni settanta , e perciò la età del figlio 
sarà di anni trenta. 

Probi. 2 .* Un padre morendo ha fallo il seguente testamento. Lascio 
ai tre miei figliuoli la somma di i oooo scudi da dividersi fra loro nella 
guisa che qui soggiungo : al maggiore di tutti voglio che si diano 2000 
scudi più di quelli che si danno al secondo ; dispongo per altro che a 
questo secondo si diano 3ooo scudi più di quelli che ho risoluto lasciare al 
terzo ed ultimo mio figlio. Domandasi quale sia la eredità di ciascuno. 

Appellisi X la eredità del terzo figlio , sarà u;-|'3ooo la eredità del seoon* 
do, ed x-}-3ooo-(-200o quella del primo , che è il maggiore di lutti. Or do- 
vendo essere 

ar-|-»+ 3 ooo-f-jt-|- 3 ooo-|- 2 ooo«=!ioooo , 

cioè 

3x-|-8ooos 10000 , 

sarà 

3x=:I0000— 8000=2000 , 

e quindi 

x= -J- «666-f- -g . 


2 

La eredità dunque del terzo figlio è di scodi 666 *f* *7 < ^ perciò quella del 
• 2 2 
secondo è di scodi 3666 + > * quella del primo è di scodi 5666 -f- • 
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Probi. 5.° Un Padre nel suo testamento ha lascxttìo una somma di 
scudi da dividersi fra i suoi JiqUtsoli in modo che al maggiore di questi 

toeehino looo scudi con di ciò che resta: al secondo 2000 scudi con 
di quanto rimane ; al terzo 3ooo scudi con del rimanente , e cosi di se- 
guito Jino alt ultimo Jiglio . Or fatte le porzioni, queste si son trovate uguali 
fra loro. Si vuol sapere la intera somma degli scudi , la porzione dt cia- 
scuno , ed il numero dei figli. 

La somma degli scudi mettasi ssx , sarà looo-f- (x— 1000) la eredità 

del primo figlio, 02000 + -^ 2000 — (lOoo -j- (®— 1000))) 

quella del secondo : ma per sopposizioue queste eredità sono fra loro uguali ; si 
avrà dunque 

1000+ g" (x — I ooo)=:20oo-|- >g («--2000— ( 1000+ (x— 1000))^ , 

cioè 

SOOO+-g- -g-=2000+ g B5 + -3r ’ 

donde ricavasi 


0SB2000+ -g- 


2000 1000 

6 6 " 


X 1000 X 1000 

3B + ~S 6 * 000 — -g- +-g- s= 


= 1000— 


2000 

T" 


^ , 1000 

36‘*"3T’ 


e quindi 

36ooo— 12000— X+I000=0. 

Da questa equazione conseguita 

25ooo— x-=o , e perciò xss25ooo. 

Cinque sono dunque i fratelli, e 5ooo è la porzione dì ciascuno. 

I So. iSe due equazioni, che contengono una certa grandessa x elevata a 
esponente intero , debbano verificarsi pel medesimo valore di 
stMdurrà sempre da esse una terza equazione mi tutto priva della gran- 

Sieno 

x+Pi=o , x-\-Pasa ; 

sottraendo la seconda dalia prima, sarà '' 
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Coai proposte le equazioni 


Éfx-|-^— eiBso , c'=o|,... (i), 


saranno 
e perciò 
donde 


x+ 


by- 


=0, x+ 


Vy-c' 


P=^.F: 


ci 


h' 


Z'y-C' 

ci 


Perlanlo da questa ultima equazione otteniamo 
dby — a'c — aVy-\-aé»aa , 
o'iy— oò'y=:(a'^— «ò')y*=o'c--oc', 
de— ac' 

• • • • ^ 

Sostituendo questo valore di y in una ddle equazioni (i') , per esempio nella 
prima, si avrà 

dbe—abd 

®®+ ' db— aìi ’ 

da cui conseguitano 

adòx—a'dx-\-dbe—ahcf' — a'de-j-nò'easo, 
adbx—a'Ux—ahd — ad e , 

{db— ad )x=bc'—dc^ 
bd—dc 


db — ad 


. . . (.•«/ 


Supponendo dunque clic nelle (i) le grandezze x , y ci sieno ignote , e note le 
l'iiiiancnti a , b , c \ d, d, d, serviranno le (i"') , (i'') a farci conoscere le x , y. 

ilii. Seguitiamo ora con altri csempii a dimostrare la verità del teorema 
enunciato al principio del numero precedente. Si abbiano 


x’+T’x-l-i^sso , x*-{-/’'x4-^=o , 
fatta la sottrazione, risulterà 
ovvero 


{P~P<)x+Q—Q', 




Q-Q' 

p-j» 


(;)• 
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Si moltiplichi {]) per x sicché ottengasi 

(h-Q‘ 

**+ ; 


ut 


p— p' 

sottraendo questa da nna delle due proposte equazioni « per esempio dalla pri* 
ma , si giugnerà a 

Q-P' 


donde dedacesi 


(p— pHp)«+0=«* 


* + 


lEl 

P— P 


— ^ •••• cy)" 


Or {j) ed (f) somministrano 


O—C 0 

— p—p* “■ _ Q—Q^ 

pz:p 


aeso, 


P— 


nella quale manca x- Così proposte le due equazioni 

a*— ay-l-y**®o » a’— a*y+a*=« t 

Ps=— y, Q=y\ P'aa— oy, Q^a*, 


saranno 
e quindi 


V* — a* „ v’ 

( f‘) = 1 — i =0 , (/) =x— ' ; 


BSO , 


onde sarà 


ovvero 


da eni si ha 


cioè 


y— 




t,—ay 


+ 

y y— 

(y- |^’)(<*‘-:y*)+y*(y-fiy)=» « 

(yCy—oy)-“(y*— «*))(«’— y*)+y*(y—<^)**® » 
y(y-<9)(o’— y*)4-(y*-o*)’+y*(y-<^)‘=*«» 


che, eseguendo le indicate nwdtiplicazioni, dopo la riduzione dei tennjpi limih « 
darà 

(i— «+a’)y*— (i+«)«*y*+«*s*o* 
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ma 

loollre le u dessero le dai equazioni 

A*s3bo , xy — A*=o , 
prima a ridoirebbe la seconda alla forma 

, h'x 

« — W) , 

y 

moltiplicandola per x e dividendola pm- y ; dipoi si paragonerebbero ambedae 
con 

x'+P'x-^Q=o , 

c a otterrebbero 

P=o , l?=¥— y’— A» , P'=— ~ , Qxxù ; 

quindi 


O-Hx- =x-r!iC±52 


y 


e perciò 


ovvero 


y 


y4-)-A*y’ — Ò4xs0. 


i5a. Ma si pnò generalmente dimostrare che da doe equazioni contenenti 
la.medesima quantità x elevala a potenze di esponente intero, possa eliminarti 
la stessa x , sicché si abbia nna terza equazione senza x. Si abbiano infatti 


x^ -j-P x"-‘-t-Qx'^‘-i-Jìx*-^+ .... -fff jf-j-^=o 




X" +P'x’-+Q'x"~’+/i'x^>+ ^-[/'x+P'=o') 

Dalla prima sottraendo la seconda , si ottiene 

la quale divisa per P—>P' si ranterà in 

-|-r.x+>,=o j {!') , 

facendo per brevità 

p— 0 ' „ fi—i? „ u—u< „ r—p' 

/>_/>' — <i > p^p! ec.” p_pi — f'i» p pi — A, . 
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Moltiplichiamo ora per x la {F) j si avrà 

jc» 4- . . . -\-UiX'*-\-Fixxxt y 

che sottratta dalla prima dello cquozioai (7) darà 

(i>— '+ . . . ^{U—Ft)x-\rF=so, 

donde 


facendo per compendio 

Q—Rt 


P^. 


r=Q>. 


+. . . .+i^,x+7',=oj cn , 


• p-ip. 





ii3 


Le operazioni Diedesimc,che ese^ite si sono sopra le due proposte equazioni (/), 
rinnovate sopra le due \V) , (7") condurranno ad altre due equazioni, nelle qnali 
la massima potenza della x sarenbe del grado n — 2 . Da queste poi si perverreb- 
be ad altre dne, in cui la potenza massima di x sarebbe del grado n — 3, e cosi di 
seguito finché se ne otterrebbero due contenenti la prima potenza di x, dalle quali 
rbulterebbe (i5o) la equazione aflatlo priva di quella quantità. Si avverta però 
che ove le proposte sieno di diverso grado rispetto alla quantità che si mole elimi- 
nare , anzi ogni altra operazione , farà d’ uopo ridurle ad avere la quantità da 
eliminarsi innalzata al medesimo esponente , ciò che agevolmente si ottiene ope- 
rando in guisa simigliante a quella che .venne indicata sopra (i5i) riguardo alle 
equazioni 

X* — y ' — ^'aso , xy — à’=o. 
i53. Dalie Ire equazioni 


flx-j-«'y4-a"«-l-a"'aso \ 
àx4-à'y-f-i"i-fd"'=.o J (x) 
cx-\-c'y-^c"z-^e"'=o j 

possono eliminarsi dee delfc tre quantità x, y, s che si suppongono soddisfare 
ciascuna con un valore particolare alle equazioni medesime. Yogliausi per esem- 
pio eliminare le prime due x, y. Abbiamo dalla prima 


dalla seconda 
dalla terza 

Foli. 


a ’ 


&y+ff'z+6" 


e'y+c"z+e'' 

c 


. > («') 


iG 
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I primi membri di queste tre equazioni sono ugnali; lo sicteo adnnqne dovrà dirsi 
ancora dei secondi membri ; paragonando quindi la prima con la seconda e con 
la terza , si avranno le dnc scgncoti equazioni 

a'y+a!'z+a"' d'y+^'s+*"' 

a ~ b ' 

Q»y+fl»z-fo”* _ c'y+c"z+c"' 
a c ’ 


le quali non contengono la x. Togliendo a queste le frazioni, otterremo 
ù'by-i‘a"bz-\-a"'b=aù'y-{-a6"z-{-a6"', 
a'cy-\-a"cz-^a"'cz=ac't/-^-ac"z'^ac"\ 

donde 

y(a'b—ab')=sai"z — a"6z-\’ab"'—<^"b , 

y (o'o— flc')=zc"z— a"«4-oc"'— o"'c. 

Or dalla prima di queste ricaviamo 

a6"z^a" b z+ai"'—a'"6 
a'i — ai' 

dalla seconda risalta 

ae"z — a"cz-{-ac'" — o"'<? 
a'c — ac' 

Adunque 

ai"z — a"bz-i-a6'" — o"'d ae"z — «"es+ac"' — a'"c i , 

1 • 



equazione, in cui non si contengono le due quantità x , y. 

Gentralmente da m equazioni contenenti m quantità x , y , z, u, . . . 
te ne possono eliminare m — i. Imperciocché combinando la prima equazione 
con la seconda, terza , quarta , ec. . . potranno ottenersi m— i equazioni prive 
affatto della prima quantità ar; queste potranno col medesimo arliGcio ridursi ad 
m — 2 equazioni, nelle quali manchi la seconda y ; e cosi di seguito, finché si 
giunga ad una sola equazione contenente la sola ultima di tutte le m quantità 
ar , y , z , tt , . . . . 

ifiA* Supponiamo pertanto che nelle tre equazioni (a') propostesi principio 
del numero precedente le quantità a; , y , z sieno incognite ; troveremo z dalla 
equazione Infatti togliendo messa le frazioni, si otterrà 

0€ÌL"cz-^a"bez-{-aa'if"c — a'a'"be — a'L"c'z -\-aa"bc'z —a*V‘'c'-^aa‘"bc'= 

fiaaa‘bc"z-^a"icz-\-aa'ic'" — a'a"'6c-~a'b'c"z-\-aa"i'cz-~a*Hc"'+aa'"i'c, 
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aggiugaendo al primo ed al tecondo membro la ouanlità ù'a"6ez+ù'a"'èe , di- 
videndo poi per a la ennazione , qnindi Irasponendo dal secondo nel primo mem- 
bro (alti qneì termini cne contengono la incognita z , ed infine tutti i termini co- 
gniti del primo trasportandoli nel secondo membro, si dedurrà 

(ù'l"c — ab"c'-\-a"b(^ — 0 * 30 " — a"i'c)s=B 
aZ'e"'-fa"'à'c— a'à"'c-4-ad'V— a"'dc', 


o'£c'''—a£‘c'"+an'c—a'b'''e+ai'''c'—a'''6c' 
a'b"c — ab"c'-\-a"òc'—afbc"-\-ab'c" — a"£'c 


( 03 ,). 


Mettasi ora 


(^£c'"—al/(^''-\-<^"L>e-‘a‘b'"c-Jrab"'(^—a"'£<^=: d , 
o'd"c — a4V+a"àt'— o'àc" +od'c" — ; 

la prima delle equazioni (o>") si potrà scrivere come segue 


{aW^aH) ^ 4-0^'"— a"'à (ab"—a"£)d+{aò"'—af"b)B 


db — ab' (^db — ad)B 

Ma (ai"— 

=adM"c"'^a'b'b"c"'-\-ad"b'b"e^aa>b"£"’c+a*b"b'"d—ad''bb"d— 

—dd‘b'd"+ad'bb'c"'~-d'd"bL'c+dd'bb"'e—aa"bbf"d+d'd"b*d-\- 

-{■ad£"b"'e—a'£"b"'d+ad'£b'"c'—adb£"'e'<-{-a*£<b'"d'—ad'b'£"'e— 

—dd"bbf<c-\-ad"bd'c'—d'd"b'c'-\-dd"b'd‘-ad"bb‘c"+d'd"bb'e— 

^=d£(ab''c'''—d>be"‘-Jrd'b'''c-‘ab'"c’>-J[^''£d'^d"l/<c)— 

—ab\<d>''c"'—d'£c'''+d'b'''c—ab"'c''-{-d"bc''-d''b''c)= 

Sarà dunque 

_ ad'c'''--~d'be'''-ìrd'b'''c—ab'"d'-3rd''£d'---d''£f'c ' , , 

a'ó"c— aà"c'-fa"^c'— a'àc"+oà'c"— a"à'c 

Pongasi inoltre 


fli'V'''--a'V''-fo''à'"c--ai'V'+a'''A!''— o'"à''c==C; 
la prima delle equazioni {d) si mnterà in 
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Ma (rovasi B= 

z=W/5'V'Wa'V''+o'a''^'V— oa'i'''c''+a'a'"Ac'Wa'''A'V+ 




==a(a'A''c''Wr</'+fl''^''V-a'W"+fl'''4V'--a'''A'V). 


Si avrà dunque 


a<»^"c'— c"'^'e"+a"A'c'"— a"Z'V+fl'/5"V'— fl'i'V" 
a'b"c—ab"c‘-\-(^‘be>—a‘bs"->fal/cf‘—ci!'l/c 


(«■ 3 )- 


iSS.Applicbiamoqoanto è detto fioora alla risolaùone dei segiicnti problemi; 
Probi. I.” Si cercano i valori di due numeri %, y di cui la somma è 
uguale ad a. , e la differenza xtguale a /J. Sia x il maggiore di questi numeri 
cd ^ il minore , avremo 


*+y=» . *— y=|3 ; 


paragonando sifTalle equazioni con le due (t) proposte sopra (i5o), si ottengono 

0= I , bss I , c= » , 

c'=i , i'=B— I , c'=/3 , 


ejper conseguenza i valori dei numeri x, ed y che si ricavano dalle due formolo 
(r) , (f'j , saranno 

«-f /3 _ ft— ^ 

o * y Q 


Probi. 2.0 Un Orejice vende 3 once dioro e 5 di araenlo per 5g duca- 
ti , e 5 once di oro e 7 di argento per 3j ducati: si domanda qual sia il 
costo di ciascuna oncia di oro , e quale quello di una oncia di argento. 

Sia X il costo di una oncia di oro ed y quello di una oncia di argento; per le 
condizioni del problema abbiamo 

3x+5j=5g , 5 x+ 7J'=97 , 
r però mettendo nelle dne equazioni (t*) 


le altre (»’'), («') daranno 


a =3 , b =5 , c = 39 , 
o'— 5 , U=1 , £'=97 ; 


5 . 97 — 7.59 
5.5— 3.7 


:i 8 ; )T= 


5.59-3.97 
5 . 5 — 3.7 


=1. 


Adunque l'uro neo pagato 18 ducati l'oncia, e l’argento uodneato Toncia. 
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Probi. 3.® Trovare un numero composto dì due cifre , la somma delle 
^uolipareqgi la quarta parte del numero stesso , e tali che ponendo la ci- 
fra delle decine nel posto delle unità , e quella delle unità nel posto delle 
decine , risulti un altro numero uguale al doppio di quello che si cerca di- 
minuito di 9. 

Dicasi X la cifra delle decine , ed y quella delle unità ; si avranno per le 
condizioni proj>oste le equazioni che segnono 


donde 




4 


2(iox+y)— 9=sioj^+x ; 


hx-\-hy=iox-\-y , 20X+2/— 9=ioy+x, 

(mia 

— 6a+3/=o, igx— 8j^— 9=0. 
Paragonando queste equazioni con le (i*) , si ottengono 
<7= — 6 , 4=3 ; caso , 


d'ai 9 , V— — 8 , <^=9 , 

e le (t"j , (i') daranno 


3-9 

19.3 — 6.8 


9 


= 3 .:,= 


fi-9 

19,3—6.8 



Adunque il numero cercato à 36. 

Probi. A.° Tizio ha fatto acauisto di tre cavalli: il primo con la meta 
del prezzo degli altri vale i5o aucali ; il secondo con un terzo del prezzo^ 
degli altri , i36 ducati ; fnalmente il terzo con la metà del prezzo del pri- 
mo e del secondo , 1 ducati. Domandasi il prezzo di ciascun cavallo. 
Sia X il prezzo del primo , y quello del secondo, e z quello del terzo ; saranno 


x+ ^ 4- -f- =i5o , r+ + -J =»56 , a+ Y + ^“>74 


le equazioni che si ricavano dalle condiziom del problema. Togliendo le frazipni. 
ol leniamo 

2z4-7+s*=3oo , 3_)'4-x4-x=468 , 2z+x4-.y=34S. 

Paragonando queste equazioni con le tre (as) proposte al principio del numero 
i53 , risultano 

fl=2 , o'=i , a"=i , a"'= — 3oo , 

4=1 , 4'=3 , 4"=i , 4"'a— 468, 
ca=l , c' = i , e" =2 , c"'= — 348. 

Adunque i valori delle incognite x , y , a , che si rilevano dalle foftnole 
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(m) . (®a) , («0 . saranno 


1 2-j-l 2-1-12; — 3 

7’ ' 

— 696-1-348 — 468 - 1 - 1872 — 6 oo-l- 3 oo 

756 

1 2-|-l 2-1-12 3 

~ 1 ~ 

— 348-I-2088 — 900-I-468 — 936-|-3oo 

672 

I 2-|- 1 — 2-1- 12—3 

7 


= 48 , 
loS , 


c (j^nindi il prezzo del primo cavallo è di 48 d acati , il secondo vale io8 dacati , 
ed il terzo 96. 

Probi. 5 .“ Proposte le tre equazioni 


6 x— 9j^=o , 
iox-f-73 = — 2 , 
— i 5 j+ 8 s =:— 13 ; 


si cerca quali sieno i valori dis, y , z tali che le soddisfacciano. Confron- 
tando queste con le tre equazioni (a;) , avremo 

a=6, a'=— 9, o"=:o, a"'=o , 

4=10, 4 '=o, 4 "=y, 4"'=2 , 
c=o, c'=— iS, c"=8, c'"=i 3 ; 

e quindi le altre {xì) , (xi) , (a>i) daranno 


—144+819 

-ili -± 

63o+720 

i3do 2 ’ 

546 — 96 

0 

^ 63o+72o 

i3do 3 ’ 

i 

I 

0 

1 

CO 

0 

— i35o 

63o-1<720 

i35o * 


i 56 . Ma nello applicare le formole generali alla risoluzione delle equazioni 
dei problemi particolari potrebbero alcuna volta i valori delle incognito presen- 
tarsi sotto la forma — ovvero sotto F altra ~ ; converrà quindi per la completa 

teoria della risoluzione delle eqna'.:ioni di primo grado a più incognite, cercare la 
interpretazione che si dovrà dare a siffatti risultamcnti. 

In due equazioni a due incognite se il valore di una di queste inco- 
gnite è della forma — , quello deli altra incognita dovrà essere della far- 
ma medesima , ma di segno contrario. Consideriamo infatti le due generali 
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cqnaooDÌ (0 risolale al n.” i5o > le qaali sì possono scrivere come segue 
ax-\-by^sc t 

Supponendo che esse diano x— , conseguentemente alla formola (i") sarà 
a'b=alf, e 6'c^, o : 

ma moltiplicando ì dne membri della prima di queste espressioni rispettivamente 
per i dne membri della seconda , si avrà 


a'bffc’>, 0 cioè o'c>, o < 04 / ; 

adunque il valore diy che si ricava dalla equazione (t'j sarà eziandìo della forma 

^ j- . . ' 

, di segno pero contrario a quello del valore di x. 
o 

Pertanto dalla equazione a'b=iaif si deduce o'= ; questo valore di a' 

sostitnito nella seconda dello equazioni (t) dà 


al/ hd 

x-^l/jr=(/, donde a ottiene ax-{-by= -g- 


Quindi conseguita che per la sapposizione di cìb’stuì/ si riduce la seconda dello 
^nazioni (/) ad avere il primo membro identico con quello della prima , mentre 
il secondo membro risulla del tutto diverso dal seconno membro della prima, se 
è pur vero che debba essere insieme ^c>,o<àc'; infatti dividendo per 1/ questa 

disaguagliauza si ha c > ,o< Or ciò importa manifesta conlradizione. È duu' 

fue asturdo il sùlema delle due evasioni (1 ) allorché i valori delle inco- 
gnite X , y risultano della forma— , e perciò il problema che dà luogo a 
siffatto sistema di eguazioni è impossibile - 


i5j. Suppongasi ora che le (#) diano x = 


o 

ó’ 


saranno 


ù.'b=ab ' , Uc—bd ; 


e quindi moltiplicando queste equazioni frj loro , avremo 
u'bL'c=abL'd , cioè a!c=ad. 


Donde si rileva che sarà eziandio ys=s — . Se dunque in due equazioni a due 

o o 

incognite il valore di una di esse è della fonna —, il valore dell altra è 

nccessariumente della medesima forma. Inollrc poiché a'b=3b', e l/e=bd , 
ad Uc 

saranno éi'= c e'= —g ; sostituendo questi valori di a' e d nella seconda 
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delle equazioni (i) , qccsia ai muterà in 

oU Ve 

-r+Vy=,-j, , . _ 

elle moltiplicata per b e divisa per V, darà 

Adunque in sapposizione che nelle due (>) i valori delle incognite x , y aleno 
della forma la seconda rendasi del tutto identica con la prima , ed il loro si- 
stema non forma che una sola equazione. Ma allorché si ha una sola equazione 
ira due incognite , ad una di esse può assegnarsi iin valore ad arbitrio , c perciò 
il problema che conduce ad una tale equazione è di natura sua indeterminato. 

'Adunque quando i valori delle incognite risultano uguali a il proble- 

, ma è per se stesso indeterminato. 

i 58 . Da tre equazioni a tre incognite x,g, z eliminando la z, si otterranno 
due equazioni tra a: ed y ; similmente eliminando lay dalle tre medesime equa- 
zioni se ne avranno altre due tra x e 5. Or in questi due sistemi di equazioni le 
incognite dovendo avere lo stesso valore che nelle tre proposte, quante volto que- 
ste danno x=— , ovvero x= — , anche in quei duo sistemi dovrà essere 
à ® 0 ® . 

X = — ovvero xr= — . Ma fi 5 C. iSv) in un sistema di duo equazioni a due 
o o ' o 

incognite , sapponendo nna di queste incognite uguale a ovvero a —, anche 

l’altra risulta uguale o a — , ovvero a-^ , ed il problema è assurdo ovvero inde- 
<00 ^ 

terminato. Quindi conseguita che se nelle tre proposte equazioni è x= -^.ovve- 
ro x=3 —, dovranno in esso le altre due incognito y, 5 essere ancora della for- 

^0 Q 

ina-^, ovvero — ; ed il problema sarà assurdo nel primo caso , ed indeterminato 
nel secondo. 

progredendo con Io stesso discorso da tre a quattro equazioni , c da quat- 
tro a cinqne , 0 cosi di seguito , si vedrà che la conclusione precedente è vera 
per qualunque sia il numero delle equazioni di primo grado , allorché il numero 
delle equazioni agguaglia il numero ielle incognite. 

1 09. Daremo fine alla discussióne delle equazioni del primo grado a più inco- 
gnite con esaminare il caso , nel quale in ciascuna di esse manca il termine noto. 
Prendiamo per esempio le tre equazioni (33) scritte al princìpio del numero i 33 , 
nelle quali si supponga af"s=V"=c"'=o. In questa sujiposizione tutti e tre i nu- 
meratori delle farmolc («,) , (xa) , (xa) si ridurranno a zero : d' altronde , sic- 
come ninna relazione particolare ha luogo tra i coefficienti a , a', a"\ b , V, V; 
c , c', c" delle incognite x, y , z, il comune denominatore . dì quelle medesime 
formole , cioè 

ù'b"c-ab"c'-\-a"ùc'—albc"+ab'c"~a"Vc, 
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si ridarrà ad una grandezza A , la qnale , generalmente parlando , sarà diverta 
da zero ; donde =o. , 

Per altro può benissimo avvenire che si abbia alcuna volta A~o ; in questo 
caso si avrà x=-y= z= , i valori cioè delle incognite saranno ( 1 57 ) inde- 

terminati. Ma quantunque sia vero che i valori delle incognite sieno in tal caso 
indeterminati , non è però a credere che tali ancora sieno i rapporti tra le me- 
desime incognite. Imperocché siflatli rapporti sono determinati , e possono sem- 
pre Ottenersi per mezzo delle proposte equazioni. 

Si abbiano infatti le tre equazioni 

ax-\-a'j'-\-a"zssBQ , 6x-^^6'J'-^•6"z=ao , M-f-c'^-l-c"a=o , 
nelle qnali si supponga 

A, 0 af6"e — a£"c'-\-a"6c'—a!6ef'’^ai'c"--a"ffc^o. 

Esse possono evidentemente notarsi ancora come segue 

a ^ -j-a' — -|-a"=:o , A — -|-à' ^ -\-6"sao , c — -f-c* — -J-c"=bo- 

iS iS X S XX 


X V 

Or dalle due prime di queste equazioni , considerando ~ come due sole 

incognite , si deducono (i5o) le altre 


I _ dW—a"b< y _ a"6—ab" 
z ab' — o'ó ’ z ab'— db ’ 

dalle qnali, dando a a un valore ad arbitrio, n ricavano i valori di x ed y. Or 
io dico che qnesti valori soddisfanno eziandio alla terza equazione ; sostituendoli 
infatti in questa equazione , troviamo 


ossia 


ex 


a'b"—a"e , a"b—abf' 
ab'— db' ^ ab'— db 


-|-e"a=o , 


dV'e—ab"c'-^d'bé — dbe"-\-ah'c" — d'b'cssio. 


la qnale equazione per ipotesi è soddisfatta. 

Si conchiuda dunque cAe in tre equazioni di primo grado a Jre inco- 
gnite prive del termine nolo , i valori delle incognite sono generulmentt 
parlando vguali a zero ; e che , se a quella supposizione si aggiunga F al- 
tra . che cioè sia zero il comune denominatore delle formale (®,), (®a), (« 3 ), 
i valori di queste incognite sono indeterminati, ma i loro rapporti deter- 
minati- 

Foli. 17 
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CAPO Tlir, 




DELI A RISOLDZIORE DELLE EQCAZIOKI DETEBMINATE DEL SECONDO GRADO. 


i6o. Dopo di avere esposto quanto si appartiene alla risoluzione delle equa- 
zioni del primo grado , fa d' uopo inoltrarci a risolvere le equazioni del secondo 
grado. Il grado di una equazione (i44) essendo uguale al massimo espooento 
della incognita, le equazioni del secondo grado contengono la quantità incognita 
elevata al quadrato ; e quindi tre diverse specie di termini hanno luogo nelle 
equazioni dei secondo grado : termini cioè affatto cogniti , termini che sono af- 
fetti dalla prima potenza della incognita, e termini infine che contengono il qua- 
drato della incognita. Adunque ogni equazione di secondo grado potrà (i 46 ) 
generalmente rappresentarsi per 

... (e) : 

esprimono A , B quantità cognite , positive o negative , reali o immaginarie. 

Se , avremo 

x*+^=»o , e quindi x*z=—B-. . . . (e'). 

B per incominciare dalla equazione (e'), in essa si supponga primieramente 
B reale : i valori della incognita x saranno (i 1 5 . 1 16) 

x = V-^* x=*— 

se /?<o , ovvero 

x = \B. V — I , xs= — yJB. V — I 

se ff>o. 

JUoiaiie per altro a vedere se x ammetta altri valori clic soddisfacciano alia 
eqifaaione {t'). Per tal fine suppongasi 

*=»«+» ; 

avremo (n-fn V - i)*-4-/?*=o, ossia «’-l-attr V^t— »*-f-.ffas«).Ordn questa 
equazione risultano (119) le due seguenti 

II*— p*=* — B, atrn=o, 

lo quali non possono soddisfarsi altrimenti che col mettere u=o e v'smlB, ovvero 
r=sso e.tt*=— 5 . Adunque il valore di x=au-l-«V — t allora soddisfarà alla 

equazione (e'), quando ubo e r«+V'^* ovvero quando n=o od 
e siccome quando n=o , e f*=+ V ha 

X =«-f-py — I sa+\B. y — 1 , 
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e qaando t taso , èd u r=+ ^—B si vtlieDe 

* tssU-\-v^—l sxt+^ — B, 

ne segne non potersi ammettere per la incognita x altri valori , che soddisfao< 
ciano alla (e^) , faorchè i sopraddetti (e"). 

Sia in secondo hogo immaginaria , siochd « abbia (it9)—^oBa+ 

— * 1 1* (^) si muterà in . 

*» =a+6V^i . . . (e*"). 

Facendo come sopra xsau-f*f > risalterà 

(tt-j-c V— i)* ™o+d\/iri , 

* oTTero 

p* ssM^+^ • 

Questa equazione divideti nelle dne 

u * — »• Bsa , a w Bd ; 
queste poi innalzate al quadrato danno 

«4— aK’o*-f-t)4aBiO’ , ; 

le quali aggiunte insieme producono 

a*4-i*aaa4-{-au*p*-|-p4=(u*-{-p*)* ; 
adunque avremo ancora 

Or con la eqnazione »*-|-p*b sommando Faltrau’—P’MO, otteniamo 

2U’=:V®*+^'+fl * 

• dalla prima sottraendo la seconda, ricaviamo 

ae*= — a. 

Adunque le quantità uev determinate in maniera che il valore di xzxk-^-c V > 
soddisfaccia alla eqnazione (e"') , saranno 

•«■± p/ (Va»+4*+o) ; a, s«± Vò*+4^): 2 |. . . (e"')- 
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»lo c 
tarai per 


Posto ciò , essendo 2ttp=ri , donde ^ * e ~ » potrà * o rapprcsen- 


%u 


b b 

— V— < 1 ovvero per ar= — -f-® y— i . 


ait • • 20 

Sosti luendo iu Inogo di ti e o i valori già trovati , alla («"') soddisfarà 

b 


•± |j/ (V«‘ 


+ 2 >*+ o ):2 + 


(Va'+ 4 *+a): 


:2 


-ì 


{er). 


ovvero , che è lo stesso , 

^ ì 

' ( Vo’+i*— a)' 2 5 

V 

Pn^>ODgasi per esempio la equazione *•+ V— isao ; sarà a+à V^Trs 
=— V*“i» quindi tìssso, 4 s=— I , e perciò 

*“± - -^.v^ V 

\V 2 Va / 

1 6 1 . Passiamo ora a vedere come possa risolverei la generale equazione di 
do grado. Comunque si prendano le quantità A, e B, reali cioè o immaglr 


secondo 


narie , potrà la (e) , aggiugaendo e sottraendo nel suo primo membroi scri- 
versi come segue 

(^+ do"*!® (*+ t) t) 

la quale ^endo della medesima forma che la (e') e la («"') , si risolverà per’ 
rapporto ad x-f- — come le stesse (e'), («"') sono già stale risolate per rispetto 
ad X. Adunque supponendo primieramente che B— ^ sia una quantità rea- 

I • ' ^ 

le , SI avra 

'^1 - l • * 

se j?— “ <0, ed 

»± j/^’,v=7=± VIE?;. v=; , . 
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le 5— >0 ; saranno cioè 

. se 4g<^*. 
a 

ed ara —A±\]kB-A^ .\]—\ ^ ^ 4J?>^i 


(e^'O 


1 valori che nel caso di .8— -p reale , soddisFaranno alla eqoazione (a). 

A' ^ 

Ma se j* è una quantità immaginaria , cosicché si abbia 

sarà ^*4--— ^*aa-|-;iyir7. Mettendo *+ V— Ji» “wmo come 
sopra 

(«+»V — i)*=»a+èV"“‘ * 

da cci rìcavansi i valori di u e e già espressi dalle fonnole («*') , e quindi otter- 
remo 

x+j=^u+ L y~i =+ 1 ^ (Kai4-è>+a);2 4-~ " ^ ~ | , 

^ zi/ (Ka>+è»+a):a ’ 

i -a “ 


ovvero , che è lo stesso, 

*+^«=1 +pk:iIc=+S- 

.a 2 n j 


(Ka*+è*— fl):2 - K— 1 |. 


' 2^/ (Kà*+à*— a):2 
5— ^J=a+èK— I , si soddisfa alla (a) con 
b 

. 1/ fKa*4-à*4-aì:a4- = 

r 


-K-i |,j 


»=— (Ka*+à*+a ):2 + — - 

21 / (Ka-+è* 4 -a ):2 

ovvero, che è lo stesso , con 

•=- Y ± — ===J==== + / (Ka'^-a):a . K-^ [ 

(Ka*+è’— a):a ' 


(erx«)- 
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Se per esempio si rolesse risolvere la eqaazione di secondo grado 
** — (7+^^ > )*■+ • o+aK— I =*o , 

essendo Asst — e ì5=io-|- 2 K— i , sarà — — ~'^saa-{- 
+6 10+2 i. (4o + 8 4g- 

' , ^3 ^ 3 

— i4i^i+i)=* ^ (8+6K-— 1)»«2+ — V—i , e quindi o=a, e — . 
Si soddaFarà dunque alla proposta con 

3 


. 7 j±h 
2 


- ± |j/.yf±i±! . 


^ V4+1+2 


:.K— I 




ì±{t/' 


K2T+4 




Ka5+4 




- 7+V- 

a 


T 4 


g= 7 ~^~V^. — fi , ossia con ®= 5 +V^i , e con *™a. 


163. Ma gioverà trattenerci più a lungo nelle applicazioni delle Formolo 
(e"') risolvendo i problemi che seguono. . 

Probli 1.® Un giuocalore di 160 ducati con cui ti è posto a giuoearo 
ne ha perduti x ; ma in progresso ne ha guadagnato 6298 , e con questi 
non solamente ha compensato alla perdila x , ma dippiit , uscito dal giuo- 
co , dice di aver guadagnato tanti ducati , quanti se n esprimono dal pro~ 
dotto degli x ducati perduti prima pel numero dei ducali rimastigli dopo la 
perdita stessa. Si domanda il numero x dei ducati da principio perduti. 

Per lo condizioni del problema il numero 6298 agguaglia xpiù il prodotto 
di X per 160 — X ; donde risulta ^ 


ossia 


62 98™x+x(i6o — x)s=x+i6o*— *• , 
X’— 1 C r x+ 6 2 98=0. 


Comparando questa equazione con la (e) , troveremo 


A=s — 161 , ^936298 , 
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e Boindi , 4 B= 25 iga , cioè Enendo adiinqne 

— 4fl’“®729 * sarà per la prima delle (e*"') 

^ i 6 i +\/j2g 161+27 


Si Boddisra cioè ugualmente al problema 0 col valore di x s 

i88 . 161 — 27 i 34 , 

= ^ =94 , ovvero con 1 allro x= = =07. 


161-1-27 


Probi. 2.” Qt.a/ è quel numero il cui quadrato è uguale al numero 
eletto diminuito prima at 3 , e poi moltiplicalo per 4 ? Sia x il numero che « 
domanda , avremo 

. x’= 4 (*— 3 ) , ossia X* — 4a-l-i2=o. 

Paragonando silTatta equazione con la {e ) , si vede che , ^ani2 , e 

quindi ^’= 1 6 , 4^=48 , donde ; e però essendo 4^ — ..^’=32 , fa- 

cendo oso della seconda delle formole (e"') , verrà soddisfatto alla equazione 
del problema con 

*= — ± * a±a V^- 

a 2 


Questi valori di x essendo immaginari! , cioè impossibili , mostrano ad evidenza 
che niun numero ha il quadrato unale allo stesso numero diminuito prima di 
tre unità , c poi moltiplicato per 4. 


CAPO IX. 


DELLA lUTDBA E DELLE FEOPRIETA DELLE SQUAZIOm. 


i 63 . Una equazione del grado m''*" dioesi ordinata per rispetto alle po- 
tenze della incognita se , essendo zero il. secondo membro , il primo termine del 
primo membro contenga la incognita elevata alia potenza del grado m , mentre 
gli altri termini dello stesso primo membro contengano le potenze della inco- 
gnita successivamente decrescenti. Ma una equazione ordinata si dirà completa 
allorché vi si trovano tutte le potenze della incognita dalla massima him alla 
minima , fino cioè al termine engnito. Cosi la equazione 

X" — *— . . • + 7 ’=io . . . ($) 

è ordinala, ed è al tempo stesso completa. Prima pertanto di andare oltre in ve- 
dere come possano risolversi le equazioni dei gradi superiori al secondo , con- 
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Terrà traKenerei atcon poco nelF analisi generale della natara e delle proprietà 
delle eqaaaoni medesime (*). 

io4- Supponendo clie nella equazione (4>) B, C, D , . . . , T rappre- 
sentino quantità reali positive o negative , sia a una radice reale o immaginaria 
della medesima , sarà il suo primo membro divisibile esattamente per x— «• In- 
fatti se ft è radice della equazione , si avrà (i44) 

«"• — • . . +7’=o , 

donde rilevasi 

■±,T=s — »" C*"-’— . ■ . 

Sostituendo qubdi nella ($) questo valore di +7’, ricaveremo 
($)=x* — — 

— — J»*— = 

—3T *" A[3^' »"-*)— 

— *"•-♦)— =0. 

Ma con un poco di attenzione si scorgerà essere 

e conseguentemente ancora 

X"-' — *"-‘=(x— • . . -f*"’-*) , 

X"*“* — «*•— >*=(x — *)(x"~’-|-«X"-<-f* • • • +*'""■’) 1 
a-"-> — »~-’=(x— . . . +*"”<} , 
cc. . . ec. . . . 

Adunque 

($) = (x— «)(x"—'-l- ctx'*— >-|- »’x"'“’-j- . 

—A{x — a)(x"”’-f- «x"~*-|- »zx"— <-|- 

— a)(x*“’+ «x”“<-t- + a""’) — 

— C{x — »)(x*^t+. . . . -|- *"“♦) + = 

— (jT — «)(x’"“‘-|- »x^’-|- »*x"~’-l- or *—' — 

— y/x"— — y^ax"-» — y/a ’x— y/»«— -{. 

■+• Bx’"~^-ìc Bxx '"~^-\-...-\- — 

— 6x"~<— C«'"-4-^...)a»0, 

(*) Con» a giudizio di luU' i dotti il Geometra italiano Pietro Paoli ha gran merito • 
cosi in parlicolar modo a me sembra essere presso che singolare nel trattar che fa lepropiie* 
tà generali delle equazioni: che però in tal materia non potendo comporre altro trattato clic 
posta stale a fronte di quello giii roaeatrevolincute compitato dal ceonato Autore , ho stimato 
far cosa utiUssima il conformarmi a qurslo si nell' ordine come ancora nella maggior parie 
delle dimostrazioni : dico ntUa mo^gior pati* delle dimottroxioni ^ poiché non roi resteiò io 
dal mutare in caso alcuna cosa, cd altra aggingncrc o togliere, ove a mio pan-re conciò fare 
vrnisK a megUo cbiarirsi, c però a giovanetti studiosi più agevole se oc rendct>c I loWiunmcBto. 
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(*)=(r— fltXx»-'— • • • +7 ’,)s39 , 

mettendo doè 

•— •5|=a— , 

C f 
— Z),=3«*— »C , 


Ora il prodotto (*— «)(**^*— . . . +T,) è di- 
TÌnbile esattamente per x—». Adunque ec. 

Pertanto, rappreaentando con ^ una radice reale o immaginaria della equa- 
zione 

A»"-*-!)- . . . :j:7’,=:o, 

nella medesima guisa il primo sno membro si ridarrebbe alla forma 

(*— /3)(x"-* — (7jX"->-f-/?aa:"-4— . . . ±7’a) ; 
risalterà quindi 

($)=(x— «)(x— /3)(x»-*--C'a*"-’+A**'~4 — . - . ±7’a)«- 
Inoltre chiamando y una radice reale o immaginaria della equazione 
Cax"~*-f-Z?aX*^4— . . . iT’aZSO, 
il primo membro di questa riuscirebbe ancora della forma 

(jf— y)(x"~*— • • • +7’s) ; 

sarà dunque 

. . . +7’j)«o , 

e eoM di seguilo. Laonde si rìsolrerà finalmente la ($) in un prodotto di tn fat- 
tori di primo grado della forma 

* — * , X — p , *— 7 , X — S , . . • , X—» t 
io guisa che si otterrà 

(*)ass{x— aX*”l®)(* — • • • (x— «)“ 0 . 

Ora il prodotto (x — aX* — ^)(x—7)(x — J) • - . « annulla qualunque 

delle m quantità x, fi, y,S,...,<où sostituisca ad x , nè può altrimenti 
FoU. i8 
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Annullarsi ; avrà quindi la (<(>) m radici, e non altre che le determinate dalle m 
iorinole 

r— st=o , X — ^=0 , jr — y=so , x—S=o , . . . , ic—x=o. 

Ma ciò suppone evidentemente che il primo membro della proposta equa* 
zinne (<fr) essendo decomposto in m fallori di primo grado 

X—* , X— /3 , X— y , x—S , , X—® , 

non possa esattamente dividersi per alcun altra espressione di questo grado , la 
qual cosa è vera e può dimostrarsi nel modo seguente. Se la divisione per on bi- 
nomio X — a difiiereute dai primi , fosse possibile , si avrebbe 

X" — /rfx™— ’ — . . , , r:(x— a)(x™— ‘ — . . . ) , 

e per consegoenza 

(x— — /3j(x — y)(x— 5)...(x — ®)=(x — a)(x"“'— /^,x"~*-f£^x^*— 
Mntando x in a , si ottiene 

(a — »)(o — /3Xa— y)(a — 5). . .(a — ®)=(a— o)(a’"“‘— . . . ). 

Or questa equazione è assurda ; infatti il sno secondo membro è so a ca- 
gione del fattore a — a , mentre non è cosi del primo, che è nn prodotto di fat- 
tori tutti diflereuli da zero , se è pur vero ohe a differisce da ciascuna delle ra- 
dici * , /3 , y , J , . . . , ®. Adunque cc 

1 6 i). Dal detto conseguita che t/r$a eqvàxione qualunque ha tante ra- 
dici quante unità si contengono nel nias.simo esponente della incognita , il 
quale segna il grado della equazione medesima (*). 

Inoltre una equazione ordinata , che abbia tutte le radici reali e nega- 
tive , cioè — 13-, — y, — S , . . . , — ®, avrà sema dubbio i suoi ter- 

mini tutti positivi. Vicendevolmente ae tutti i termini di una equazione ordi- 
nala sono positivi , tutte le radici reali della medesima saranno negative ; 
poiché se la proposta avesse nna radice sola ebe fosse reale e positiva , sostituita 
questa in luogo della incognita nella equazione , il primo membro della mede- 
sima sarebbe composto dì termini tutti positivi , e per conseguenza non potrebbe 
annullarsi. 

Finalmente se le radici di una equazione ordinata sono tutte reati e 
positive , i suoi termini saranno alternativamente positivi e negatici. Vicen- 
devolmente ove i termini di una equazione ordinala sieno allernalioamenl» 
positivi e negativi , Utile le radici reali della medesima dovranno essere pò- 


(*) La veliti dell' enunciato teorema, dipendendo dal ragionamento fatto nel numero pre- 
rrdente , lupponc ebe ostii equatìone Se per to meno una radtee. eia reale eia immaginaria. 
Ricentemenle il aignor C.acliy nelle auc leilooì alla acuola Politecnica di Paiigi ha dato una 
dimoilraùone completa di queita proposizione ; ma noi non crediamo csacr ella di tal natuja 
■la poter trovar luogo in un corso di semplici clcmenli di Algebra ; e però con la più parte 
dei Matematici ammetUamo la proposizione come un principio , che si avrà in teguilo occa- 
aiouc di verilicare pir un non piccoi numcru di aqtiazioui. 
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tìlìve ; infalti ana radice reale e negativa sostilaila nella equazione proposta ia 
luogo della incognita renderebbe i termini del primo membro o tutti positm o 
tutti negativi, secondo ehc il grado della equazione è pari o dispari, nè per con> 
Begnenza questo primo membro potrebbe uguagliarsi al secondo, che è zero. 

1 66 . Eseguendo la moltiplicazione degli m fattori x — » , x—^ , x—y , 
x—i, . • . 1 X — X nei secondo membro della equazione identica (i 64 ) 

x’"—Ax”~'^Bx "‘~'‘ — 

={x—9.){x—^){x—y){x—S) (x— ®) , 

otterremo 

X" — Cx”'-’+/7x’"-< — 

=x"— (#+/34-7+J-}- . . . . . . +»« + 

+/9y-)-/35+ . . . • • • + 7 ®+ • • • +3®+ • • 

— • • . -)-«/3®+j9yJ+ • • • +/37®+ • • • +r5®+- . 0*^*+ 

• . • -j-R/Sym-f- . . . ■ • • )•*""♦— . . . ±*/3yJ . . . ®. 

Adunque 

. . . -f-® 

..-f-a®-}-j37+/3J+...-f-/3®-l-y J-(-. . .-J-y®-f-. . J®+. . 
C=»/3y-j-«/3J-}-. . . -|-«/3®-f-/3')'5-|- . . . -\-fiyx-^ . . . -J-ySa'-J- T . . 
Zfe=«^3-j- . . , -|-x/3y®-f- . • • +/3y^®+ . . ■ 

T=x^yS . . . ®. 

Queste formolc danno luogo alla seguente proposizione. In vna equauoae 
pialtutque ordinata , in cui il eorjficientc del primo termine è ==i , il 
eoeff dente del secondo termine col segno mutaU pareggia ia somma di 
tutte le radici : il eorffidenle .del terzo termine col proprio segno equivale 
alla somma dei prodotti òinarii delle medesime ; il coejji 'ienlo del quarto 
termine preso col segno contrario uguaglia la somma dei prodotti temarii 
di esse ; e cosi di seguito : r ultimo termine poi preso col proprio segno ov- 
vero col segno contrario , secondo che il grado della equazione è pari ov- 
vero dispari , -è uguale al prodotto di tutte insieme le radici. 

167 . Sia data la equazione 

($)=x- — ..^x"— 4-Zfx—*— Cx«-’-fr . , . +T=o. 

Quantunque le m radici a, /3, 7 , . . . . , ® della medesima ci fossero iocognile , 
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polremmo nomlimcno determinare sempre la somma delle medesime radici ele- 
vate ciascana ad an qaalsÌToglia esponente dato. 

Dividasi la equazione (S) prima pel fattore x-—x , poi la medesima (♦) si 
•livida per x — /3 , quindi da capo si divida la (^> ) per x — y , e cosi di seguito 
fino all nilimo fattore x~-m ; otterremo ( 1 64) 

•x^—'—fì^ x"~* -{-C, x“-* + • • • 1 

x"'-'—B„xr~‘' — Z)„x*-4 4- . . . B-o , 

+C„pc"-» ^D„,x^-* -f . . , «0, 

• * • • • • 

• • • » • • 

• • • • • a 

x''>-'—Bi„yt”'-'+C^„-x’—^—D(myir-*+ ... =3. 

Or siccome la prima di queste equazioni ha le radici medesime della equazione 
(4>) eccettuatane la « ; il coefficiente B^ sarà uguale alla somma di tutte le ra- 
dici della ($) eccettuatane » ; il coefficiente C, uguaglierà la somma dei pro- 
dotti binarii delle radici medesime eccettuatine però quelli in cui si contiene « ; 
il coefficiente D, pareggerà la somma dei prodotti ternarii di quelle stesse radici 
toltine quei prodotti , in cui entra a ; e cosi di seguito. Similmente siccome le 
radici della seconda equazione sono le stesse radici della (4>) eccettuatane la ra- 
dice /3 ; il coefficiente B„ sarà uguale alla somma delle radici della equazione 
(41) meno /9 ; il coefficiente C„ equivarrà alla somma dei prodotti delle radici 
medesime prese a due a due meno però quei prodotti che contengono /3 ; il' 
coefficiente D„ agguaglierà la somma dei prodotti delle stesse radici prese a tre 
a tre eccettuatine quelli in cui entra /3 ; c così di seguito. Discorrendo in somi- 
gliante guisa pei coefficienti delle altre equazioni si vedrà chiaro che volendo 
sommare assieme gli m coefficienti B,, B.,, B ,,, , . . . , B(m) si otterri^mo m 
somme di tutte le radici della equazione (9) meno però una somma delle stesse 
radici giacché in B, manca a, in B„ manca /3, in B,„ manca y , ec. Similmente 
si farà manifesto che sommando gli m coefficienti C, , C„ , C,„ , • . . , C^m) si 
otterranno m somme di tutti i prodotti binarii delle radici della meno due 
somme di tali prodotti : infatti in C, mancano i prodotti a/3, xy, xS, . . . , dip- 
più io C„ non vi sono i prodotti /3 a , /3y , /3 £ , . . . , io C„, non si contengono 
1 prodotti yx, yfi , y^, . . . , ec : quindi nella somma di questi cuefficienti uno 
stesso prodotto, per esempio a/3 mancherà due volte , una volta perché manca 
A , ed un'altra perché manca /3 : l'istcsso dicasi por un qualunque altro di tai 
prodotti. Si dedurrà inoltre che la somma degli m coefficienti D,, /J.,, 

J\m) equivarrà ad m somme di tutti i prodotti temarii delle radici delta equazio- 
ne (^) meno tre di cotali somme ; imperocché uno stesso prodotto , per esempio 
xfiy , mancherà in quella somma tre volte , una volta perché manca a , un' al- 
tra perché manca /3 , ed una terza perché manca y , e per la ragione medesima 
tre volle altresì mancherà in essa qualunque altro di siffatti prodotti , ec. ec.... 
Adunque (i66) 

— A’ss{m—i)A , 

C,-\-C„-+C,„+ . . . -f 
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jD, • • • +A")— * 


D' altronde abbiamo le equazioni identiche 

*■— C*"-*+ es 

«*(r— »)(**-■— • • • >* 
asMj;" — (5’i-|-»)a:*“‘+(C,-)*j5',*)**^— • * * 

»■— C*»->+ = 

— Are—* ...)=' 

««"-{A,+i3J*— +(C„+5^)*— *-(Ai+c«/S)*"-’+ • • • 

X" — y/i— ■+&— • — Ca— *+ =* 

»(x— r)(*— ■— • • • )* 

=*--(A„+r)*— •+(c„,+A,,>)*^*-{A»+AH'y)*^*+ • • •• 

• • • • 


*» — c*"-*+ = 

■»{x— ®)(i"-‘— B(-)x— +C(-)®— *— • • • )= 

=*" — (A»)+®)*^‘+( A">+ • • 

dalle qooli ricaransi 

A=£, +B,k, C=mD, +C, *, . . . 

>-=A. +/3.»=A, +A,|3 . C=P„ +C„/3, . . . 

+> » +A«Y ♦ A// + A/i> » • • * 

• • • * 

• • • • 

• • • . • 

^■»A")'1‘® » •®~A")"I"A")® » * * ■ * 

Or queste danno 

A =y*-*, C, =B-B, »=zB-A%Jex\ D, =C-C, *=C~Ba^Aa.'-9^ , . . . 

A,=^'Ì9, C„=B^B„fi=B-A^?\ D„=C^C„fi==C^Bfi+A^'^P*, . • • » 
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^nr^-y> D„f=C~C„y=C~By+Ay'-ri, . . => 


B(my=A—ai, D(»)=C-C(«)a.'=:C— 

donde conseguitano 

•®/+^«+-®H/+ ■ • • +-®(-)=»»^— {a+^+rH +a») , 

/#(«+/3+T'+ • • • +*)+ 

+(«>+/3«+7*+ . . . +••), 

U,+I?„+2!?,„+ . . . . . . +®)+ 

+^(»‘+^*+r’+ h®*)— • • • +•*) . 

• • • • 

Adunque mettendo 

» +V + . . . +® =/*, 

»• + . . . +»• =P‘*) , 

**+i3*+v3+ . . . +«3 =,/>(!), 

• • • • 

a' +/3’- +v + . . . =P(0 , 

ti arranno 

(m — \)A=zmA — P ,• 

(m— a)£=OTJ9— ^P+i>(0 , 

(m— 3)C=»mC— fiP-f-^PCO— PO) , . . . 

da cui risultant) 

Pz=A , P(OWP— 25 , P(5)=:.rfP(0-.PP+3C, .... 

In geucrale adunque allorché r<w potrà stabilirsi 

P(Ot=^p(>^0— ppO- >)-|-CP('-’)— . . . +r/f. . . (i), 

in cui R è nella equazione (4>) il 'coefficiente della potenza x "^' , ed il segno-f* 
ha luogo quando r è dispari , il segno — quando r è pari. 

Supponiamo che r=a=w , la | oienza x'"—'' diventerà x°, a cui corrispondo 
nella equazione (4>) il coefficiente T ; e però la somma delle potenze »»''"• di 
tutte le radici della si dedurrà dalla formola 

P(-)*.^p(«-*)-_pp(«»-.)4.CP('"-0— . . . ±tnT. . . (a). 
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Finalmente sia r>»i della quantità n , sarà rsam+w » e qmadi moltipli- 
cando la equazione (4>) per- a:* si otterrà 

«'■ — . . . +7’«" =0 ; 

donde 

a.' — . . . +7’a" s=o, 

fir _^|3’--'+j 5/3'— >— Cj3'--’+ . . . ±7’/3* = 0 , 

yr _^y-i^£yr-,^Cy~^+ . . • +Ty = 0 , 

• • • • 

. • • • 

af — Aa^~~‘ — C<x^^-\- • ■ . +7’®" =o ; 

6 perciò 

^ . ^a,r 

— • • • +®’^’)+ 

+ 

— . . . +7’(»« +/3" +>" H h®*). 

ossia 

PW— )— +7’PC«) . . . (3) , 

in coi il segno supcriore avrà luogo allorché r— n e pari , c l' inferiore quando 
r^H è dispari. 

Mettendo » successivamente = 1 , 2 ,... risulteranno 

p('H-)s=^p(-»)— PP("— )-fCP("-0 ,+TP, 

p(«+>)=^P("+0_ppC-‘)-fCP(«— . . . +7’/K0, 
ec. , . ec. . . • 

I G 8 . Sia proposta la seguente equazione 

x4 — X* — igx’+ 49 xt — 3o=o , 

c cerchisi di trovare la somma delle potenze quarte delle quattro radici della 
medesima. Rappresentiamo questa somma con Pt<J , la formola ( 2 ), della quale «i 
deve far uso in tal ricerca , diventerà 

p(4)=P0)-f-igP(0 — 497*+4'3 o , 

essendo 

Jz=i , B = — 19 , C=— -49 j D=— 3o. 

Or la forinola ( 1 ) dà P=A=\, Pf’)=.^P— 2P=i-4-38=:b’9,Pt’l=/^/’f’^“ 
— PP-^- 3 C= 39 + 19 — 147 = — ^9’ dunque PCO = 723 . Ritenendo poi 

la medesima equazione di sopra, si potrebbero .eziandio conoscere i valori di 
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’PW, PWf . . . , i Tslori òdi dello ionuM dello qoattro ndià, di eni òaienDa 
sia inoalzala all' cspoDeote 5 , 6, . . . Infatti per la equazione ( 3 ) si otterrebbero 

/Ki)=:Am-JBP(})+ClK'ì-DP=q 23 -i 6 Qj-ìgi i+ 3 o=.- 2849 . 

/>(‘)=^/(O-B/>(«+C/»(>)-i»;>{0z=-2849+i3737+436i+i 170=16419» 

ec 

i 6 g. Arendo finora seduto in qua! maniera possano ottenersi le somme 
delle potenze delle radici di nna data eqnazione ($) , non riusdrà fnor di pro- 
posito il 80g:giugoere ora la dimostrazione di qoeìlc formole cbe servono a cal- 
colare la somma di tutti i prodotti che si possono formare con le radici della me» 
desima. 

Sieno * , fi , y , S , . . , a queste radici , e rappresentiamo col nmbola 
/>(■■•■) la somma di tatti i prodotti della forma /S* possìbili a farsi con le me- 
desime , ponendone ciascona in luogo dell' altra, in guisa che, se le radici sono 
due sole », / 9 , sia , 

p(m,mì—fm pm ^ 

se sono tre », y sia 

4.^" a» , 


e così appreso. Gò posto , poiché 

-fY" +d* +•••+** )*s 

_j-/3»+"-|-/3*‘r» •+-/5"3" -f...+/3"as» 4 . 

-f-y*»» -Hy-ìS* -f-.. .-!->"«• + 

-J-3"»» -1-3" /3» -f-3"v» -f3”-l-»-|-...-f3"ac» -+- 

-}-«■#» -ho 5 -/ 3 » -fas"'y» -fa)“3» - 4 -...-+-*"+» , 
sarà A 

donde' risolta 

. . . (a). 

Similmente se dinotiamo col segno la somma di tutti i prodotti delia 

forma a" /3» y^ in modo cbe, se le radici sono tre sole », /3, e y, sia 

/>(«.».r)a*a*'. yr -f/ 9 "a» yf -|- 

y 9f »r -fy"»» /3r , 

ss quattro a, fi, y, e 3, sia 

fi‘ yp -{-«»• /3» 3r Sp -|-/S" 7 » 3r -f- 

tS» ■4-a"3» fip -f-a"3» yp -fjS«3» yf + 
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4-/S"*" yP Sp +>"*» Sp -J-7"/3* Ip -J- 

-f/J" 7" «i’ +/3'" 3" 3.P -f-7'" 3" «p -f-7" S- jìP 
4-7" /3* «P oP 4-5" 7" «P 4-5" 7" /3 p 4- 

4-7"*" /3p 4-5"»" jSp -|-5™*" yp -1-5" /2" 7P , 

e cosi appresso ; poiché il prodotto di /’("■") per Pip)—!»f 4*|3'’ -{•y +5'’ + 
4- . . . -f 4 P contiene lutti i termini della forma *"+p |3* , tolti quei della 
forma «" /S"+p, e finalmente tutti quei della forma *"/3" Y** > in guisa clie si ha 

Pi")”) . />W=/>("-l-p.»)-|-/>(".»-l-p)4-/>(".».p) , 

sarà 

i>(*.».p)z=i’(".") . ^(p)— PC"+p.*) — p(”.»-hp) , . , (a»). 

Di nuovo se con A"-"’P-v) si esprima la somma di lutti i prodotti della forma 
a" |2" yp il in modo che, se je radici sono quattro solamente », /3, 7, 5, sia 

/'(".•.p,v)=a" jS» 7P 5v 4 -»" |3" 5p 7» 7 " 5p /S? -f-/3" 7 * 5p «v -f- 

-)-»■ 7 * /3p 5? -f-«" 5" /3 p 7V -f-a™ 5" 7P /9v -f-/3" 5" 7P »» -j- 

4-/3“ «* yP 5» -j-/3"*" Sp yi -f-7"*" Sp ySv -f-7"|3 " 5p «v 4- 
-f-/2" 7* *p Sf -f-/3" 5* *p 7V 4“>" +7 '" 5" /Sp *v 4- 

4-7" 3v -f-5" jS* *p 7? 4'^“ 7" -j-5" 7 " /Sp *v -f- 

4-7 "»" /Sp 5? 4-^"*" /Sp 7^ -f-5"«" 7P /3? 4-5" /3* 7P «v , 

se cinque », 7> s» sia /^("'"-P'») ngnale alla somma di cento venti prodotti 

tutti della forma «" /3* yP 5v , tante essendo le permntaxioni quaternarie (126) 
che si p(HSono formare con le cinque lettere », /3, 7, 5, s, e cosi di segnilo ; poi- 
ché il prodotto di jP("*">p) per PM contiene tutti quei termini che sono della 
forma »"+? fi" yP , tutti quei della forma »" fi"+r yp , tutti gli alfn della 
forma »" fi" yP+f , ed infine tutti i termini della forma «" fi" yP S* . sicché si 
abbia 

P(".">p).P(») *ssP("-l-v.».p)4-p(".»+v.p)-|-P(«.».H^).}.i>C»,»,r.7) , 
sarà quindi 

PC".".P.7)sssP(-.»,rt.pC»)__p{»+v.»,rt_p(».,»+Vj,)_p(».,..rt7)....(a"). 

Con abaloghi ragionamenti gì ugneremo ad ottenere 
P("i".p.7.0=P("P'.p.r) . p(0— Pf»-t-'‘.».Piv)— p(*.»-t-'‘.P)V)— p(".«iP-f-'',v)_ 

— P(-P-^.V+r) .... (a"»). 

170. Si ablùa la seguente equazione 
„ , , 2*»— a+2=0, 
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e vogliasi deierraioare la torama di tulli i prodotti della fornia y^, che si 
possono formare eoa le tre sue radici. La furinola (a') , mettendo n=>3, 

c p= 3 , riducesi a 

=p(i,0 . PO)— p{<.5). 

Or essendo j 4 s =2 , B= — i , c C :^ — 2 , saranno ( 1G7. (i), (2) , ( 3 )) 
P=A=2 , P(.’)=ÀP—2B= i+2=r, , P( 0 =.yp(.)— PP+3C=I2+2— 
—6=8 , P(.i)=ÀPW—BPi') -f- CP=iG + G— 4 ,= i8 , P(s)=^PC« — 
— PPO) + CPC>)= 36 -f- 8 — 1 2 = 32 , P 0 )=.-/PW_-PP( 4 ) 4 .CPC’)= 64 .+ 
-{-18— iG=GG ; e quindi per la formula (a) del numero precedenle si olterran- 
Do p(>.>)=P.P(.)_ P0)=i2— 8=i, PO-*)=P( 4 ).po)— P(«)=io8— 66= 
=42, Pl'’^)=P.PC 5 ) — PM=G4 — ^66= — 2 , donde si dedurrà 


PC-.».’) = 32 — 4 . 2 + 2 =— 8 . 


171. Se nel valore di PC'".’- i’.7.'’.--) si melln m=n , tulli i termini eompo- 
nentì questo valore medesimo diventano a due a duo uguali fra loro. Così per 
esempio il valore di Pi'"."-e), allorché tre sole sono-lc radici, cioè », / 3 , y, essendo 

a-"/S- yp -j.ji'" y" ^P +^"'»- yP y” a.P +>-" /3" «P +>-"»" , 

ove si faccia m—n risulterà uguale a 


yf +2a""/" j 2 r + 2 , 3 '"''," »r . 


Donde si fa noto clic , nella supposizione di in=n , per ottenere la somma dei 
Boli termini disuguali che si Irovano nel valore di P('".'- r.v.’'.— ) , farà d’uopo di- 
videre per 2 questo stesso valore. Uippiù se t?i=n=p , lutti i termini di 
P(".,".p,7.r,...) risyiiaiio „ sei a gei uguali fra loro ; cosi per esempio uguali fra 
loro risultano i tennini yp ..., / 3 p ..., /S""»" yf ..., $"‘Y' a.i’ ..., 

y” X" ..., 7 '* . 3 " 3.P ... 8i otterrà quindi la somma dei soli lermiui disuguali 
che s’iucoutrano nel valore di Pi'">".P'V.''.-) allorché m=n=p, dividendo per 6 
ossia per 2.3 <|ursl.j valore inedesiiiio. Nella istcssa guisa si comprenderà che 
ove si voh'sso la somma dei soli tcriniiii disuguali del valore di PC’".".p.v»r>— ) al- 
lurcliò ;;;=«=, 0=7 , si dovrebbe P>.".p.7.''.— ) dividero per 24 ossia per 2 . 3-4 
oc. cc 

172. Data la equazione (-t) , si cerca di trasformarla in un’altra lo cui 
radici sieuo uguali a quello della proposta moltiplicale per h. Nella equazione (<P) 

y 

61 niella x= ; si otterrà 


f/** 

'i ‘1 I n f •i I n y _ 

h"* /i'"”* ^ ^ 4"*— -i 

donde dcduccsi 


7'= 


+P4*y""-»— C/i*y'"-i+Z74y-— 4— . . . +7’/,-=o. 


Or io dico che questa è la cercala equazione. 
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lofalli le radici di silTalla equazione sono rappresento le dalla y. Mn y^/tx. 
Dunque ec. 

La equazione 

y"* -Ahy’*~'-\-Bh'y’"~'‘-^Cfi^y'"~^’\-DIAy”~^— . . . + Th“‘ =o ; 

non dini'risce dalla proposta (<I>) se non in questo , che cioè i suoi Icrmini Iro- 
vnnsi rispoltivuiucutc moltiplicati per i lerniiiii della serie 

I. à, h\ /A, Ai, , A" ; 

Adunque volendo Irasforraare ima data equazione in un’ altra che abbia le r.a- 
dici ugnali a quelle della projiosla moltiplicale per A , Isasterà solamente inolli- 
plicarc i termini della cquazioue data per i rispettivi termini della succennata 
serie. 

Propongasi per esempio la equazione 

X*—- 1 3x-1-42=o , 

le cui radici sono x=y ed x=6. Volendola trasrormaro in nn altra che ab- 
bia le radici medesime moltiplicate per 3 , si dovranno i tre suoi termini x>, 
— r3x, A 2 moltiplicare rispellivamonle per i, 3, 3% ossia per i , 3,9; sarà 
cioè 

X*— 3gx-|-378=o 

la equazione di coi le radici sono x=2i=3.y ed x=iS=3.6. Adun<iuc se i 
termini della ($) si moliiplichino rispettivamente per i termini della serie 

A A^ £ A4 
* ’ A ’ it* ’ ’ F 

inequazione che da siffatta mollipIicazioDe si ottiene , cioè 

A A* A3 A4 A" 

Cpx"“’-j-Z)^x”-<— ...±7’^ =»o, 

ha le sue radici uguali a quelle della (*!*) moltiplicate per . 

173 . Cerchisi ora di trasformare una data equazione in un’ altra , dì cui le 
radici in quanto al valore assoluto sìcuo uguali a quelle della proposta , ma in 
quanto al segno lo abbiano del tutto contrario. Dinotando le x le radici della 
proposta , facciasi in questa x=— y, le y= — x dinoteranno le radici della tra- 
sformata che si domanda. Adunque si trasformerà, ona equazione qualunque in 
un' altra in modo che le ràdici positive conservando il loro valore divengano ne- 
gative, e le negative si cangino in positive, mutando x in — x. Se la equazione 
e di grado pari , siccome le potenze pari dì x non soffrono alcuna mutazione , i 
soli termini che si trovano in posto pari dovvanno mutare i segni. Al contrario 
se la equazione è di grado dispari , dovranno mutare i segni tutti i termini che 
sono in posto dispari ; ma poiché, salva la equazione, sì possono mótare i segai 

* 
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a tatti i termini , anche in (al caso il problema si rsolverà col sempliGemcnle 
mutare i segni ai termini situati in posto pari. Per esempio nella equazione 

a:® — 1 3x4- 42=0, 

che ha per radici x=y ed x=6, mutando al secondo termine il segno, si otterrà 

x*-f-i3x4-42=»o , 

c questa avrà per radici x= — 7 ed x=— 6. 

r 174. Data una equazione qualunque (<t*l , potrà essa trasformarsi in nn’al- 
tra che abbia le sue radici uguali a quelle della proposta diminuite della quan- 
tità h. Infatti pongasi nella ($) x=44-y , avremo 

(44-y)"— i^(44-y)"— 4-.B(44-y)"— — C(44-y)"— *4-J9(4-fy)"-<— 

— . . . +7’=o ; 

c quindi con la formola di Newton (i24) sviluppando le potenze (4-f-y)" , 

, (A-f-y)"~“ , (4-j-y)"*"* , (4-|-y)"'”< , ec. ricaveremo 

0=4- +»!—»+ 4—,^+ 4_y+, . . _ 

2 2*0 

^ /(4"”’y*— 

- - ■ +. 

-f £4"”’-|-(»j— 2)B4^>y-l- — — J4"*^y*4- — 

2 


— C4*“*— (»»— 3)C4‘^y — -|- 

• 4-2?4r-<-H ±T, 


da cui , mettendo 


".^'=4"— ^4^'4-.B4“-’— C4"-’4-P4"“< — ±Tt 

.B'=ot4^' — [m — — (m— 3)CA"~<-f- .... 

o o *0 ^ 


w(w— l)(w— 2 ) ,^3_ (w— l)fwi— 2)(l 
2.3 2.3 


■3) 


.... 


ec. . . 
si dedurrà 


ec. 


id'4-^y+C'y*4-i>'y’+ ; • • 
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Or qaesla è la equazione che si domanda ; -perocché le sue radici sono le y 
Uguali alle x — A. SiOalla equazione è scrilta con ordine inverso , cominciando 
doè dal termine ultimo si passa al pennUimo,e da questo agli altri gradatamente. 
£ chiaro poi che 1' ultimo termine yi' è precisamente ciocche addiviene il primo 
membro della equazione ($) allorché io luogo di x si sostituisce A. Che se cia- 
scun termine di si moltiplichi per il rispettivo esponente di A , e quindi si di- 
vida per A , si otterrà il coelficiente ff del fermine penultimo , nel quale coeOi- 
ciente mancherà T ; perchè in questo essendo =o l' esponente di A , il prodotto 
di T per zero sarà eziandio =o. Similmente se ciascuno dei termini di ff si molti- 
plichi per il rispettivo esponente di A, e quindi si divida per zA, risulterà il coeffi- 
ciente C, in cui mancherà S per la ragione medesima per la quale nel valve 
di mancava T. In ugual modo se ciascuno dei tcrmiui di C' si moltiplichi per 
il rispettivo esponente di A e poi dividasi per 3A , si avrà il coefficiente ff. In 
'una maniera analoga si otterranno i coellicicutì di tutti gli nitri termini della 
trasformala. Per più di chiarezza scriverò i valori di A', C, .... nel 
modo seguente 

>^'=-A-— ^A«--t-5A"-’— CA^’-fZ)A"-<— . . . +^A’+^Aq:5A±7’, 
'BfzxtnAr^' — (m — i)ì/A"“’-{-(ct — z)BA"~^ — [m — 3)CA^*-{- . . . + 

"^'iQA'+zRh^S , 

2 2 * 2 

— ... +^QA±.R, 

K”-iX”- 2) («i-0(»»--2)(»»-3) 

2.3 2.3 


6C.ee 

Se la equazione ($) si volesse trasformare in nn’ altra, le radici della quale 
aggnagliassero quelle della data accresciate di A, dovrebbe porsi x=y — A ; dal 
che apparisce niun’ altra cosa doversi fare di nuovo , che mettere — A in luogo 
di A nei risnltamenti già ottenuti. 

175. Si abbia la equazione 

2a:3.}-3»’— 4»+5 =o * 

la quale vt^liaù trasformare in un altra , le cui radici agguaglino quelle della 
proposta diminuite della quantità A. I coefEcicnti dei termini della trasformata 
sono ( 174 ) 

^'«A4-2A»-1-3A>— 4A-f-5 , 

.e'=a4A3— 6A>-|-6A— 4 r 
C«=6A*— 6A-f3 , 

Zy=4A-2 , 
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c quindi ia trasformaia medesima dovrà esprimersi con 


Pongasi in questa 4= — i , la equazione risultante 


— 44 + 5 = 0 . 


y4 _G^3 + 1 5y*— aoy+ 1 o=o 

avrà per radici quelle della proposta tutte poro accresciute di i. 

176. Quantunque lo due espressioni (4+y)'“ , (y+4)™ , sicno in quanto al 
valore del tutto identiche , nondimeno i loro sviluppi dilTeriscono in riguardo al- 
r ordine dei termini. L'islesso dovrà dirsi delle due espressioni (4-f-y)’^', 
(y+4)'~"‘ , come ancora delle altro due (4+yj'"~’ , Cy+/'j’^’ i cc. cc. . . . 
Ponendo adunque nella equazione (<P) x=y-{-h , la trasformata 


(y+/i)’"— ^(y+4;“-'+/?(y+4)”'~’--C(y+/i)"-’+ . . . ==o, 
ovvero 

. , m{m — i) , , — i)(m— 2) ,, 

y" +f»4y«— H — - h'y”'~'-\ A3y'«-3+ . . . — 

— y/y™— ' —[m—'i)Àhy"‘~^—^- ^ 

2 

• -|•(”^■“2)Z?/^y"*“3+ ... — 

— Cy”*-3— . . . so i 

cioè 

y”‘ 4-(™4— ^y"— '+ ^ h'-^(tn—ì)Ah-\-B'^ ^"■"’+i 


+( 


■»j(m — i)(wj — 2) {m — i)(w — 2) 

/f>- 


2.3 


y""’+* 


non in altro diDcrirà da quella oltcnnta sopra (>74) « clic nell' ordine dei fep. 

mini : Facciasi 4= — , sarà mh — A=o , sicché nella trasformata mancherà il 
m 

secondo termine. Per trasformare adunque una data equazione in nn’altra, in coi 
manchi il secondo termine , farà d’ uopo trasformarla in guisa che le radici della 

trasformata sicno uguali a quelle della proposta diminuite della quantità — • 

Sia per esempio da trasformarsi la equazione 

a-’ — 1 5a'*+5Cx+Co=o 

in un altra che manchi del secondo termine. Dovrà la trasformata esser tale che 

■ I 5 

le sue radici uguaglino le raditi della proposta diminuite della quantità -g- =5. 
Porgasi perciò 4=5, essendo n;=3 , A=t5 , £=56, e C=— Co , si 
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avrà«,A-^=o, A*-(m-.)^A+Z?=-i9 , 

lm—ì)(m— 2 ) ■•* 1 2.3 

— z)£A — C^go. Laonde sarà 


y^“ J 9 y+ 9 o=o 


la trasrorinata che si domandava. 


Pongasi inoltre — —A* — (m — i)JA+B=zo, sarà A*— 

H ^ — =0 > donde deducesi A= ~ + 1/ — . Per lrasr<irl 

' m'—m ’ tn —y w*‘ '■ m»— m ' ‘rasior- 


mare adnnqtie una data equazione in un’ altra che sia priva del terzo termine 
dovranno le radici della trasformala agguagliare quelle della proposta diminuite 


di A= 



In simil guisa si potrà togliere da una data equazione il quarto , il quinto 
tcrmiTC , e gli altri, àia ciò per lo più è inutile , la mancanza del secondo ter- 
mine è spesso utilissima. 

176. Si dia ora una qualunque equazione fd») , in cui —. 7 / esprima il raas- 
BÌmo coeriicicnte negativo , e propong.nsi di trasformarla in un altra che abbia 
le sue radici uguali a quelle d, Ila data dimimiili) d Ha quautilà . Da quanto 
è detto sopra (iy4) l’ ultimo termine della trasformala si esprimerà con 


Crf'==(4/-f 1 )"— C(J/4-i)".-3-j. . . . ±T, 
il qnalc è positivo essenzialmente. Poiché essendo 


( 4 /+i)«=( 4 /-l- 1 )(.1/+ i)=-I/(.V-h . 1 . 

(4/-f i)3=(J/-j- i)(.l/+ , )■=(.!/+ , )(.V(d/-l- ,)=3 

=4/(.l/-l- i)*-}-(J/+ , )»+.!/( J/+ i)-|-i/+ , , 

+ 4 /(.V-t-i)+:l/+i , 


in generale si potrà mettere 
c quindi sarà 

— + . . . + 7 ’* 
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una espressione èssenzialmenle positiva quando anche i termini clic compongono 
la seconda linea fossero tutti negativi ; perocché per supposizione si ha cne — M 
è il massimo in fra tutti i cocrtìcicnii negativi che s incontrano nella equa- 
zione 

Inoltre il coefficiente del penultimo termine della trasformata, che si è doi 
mandata, sarà 


£'=OT(4/-f- 1 (m — — 2)5(J/-|-i)"'"’ — • • • +5’, 

che è altresì positivo ; infatti essendo 

=4/(4/+i)"->-j-.V(.'I/-f-i)"'-5-f .... H-.V+1, 
potrà esso esprimersi eziandio come segue 
5'=mAf(y|/-fi)—-f-OTJ/( .17-1-0"-’+ .... +,I/+i— 

— («— i)'7('I7+i)”'“’+(''* — 2)5(47+0'"“’— • • • • +S-, 

ina una tale espressione è evidentemente positiva per la sopposizione già fatta , 
che cioè —M sia il massimo tra tutti i cocflicienti negativi cne si ritrovano nella 
proposta equazione ($). Adunque ec. 

Con ragionamenti analoghi ai già fatti si dimostrerebbe che gli altri coeffi- 
cienti O, ly, . . . della trasformata sono tutti positivi. Adunque te — M dinoti 
il massimo coefficiente negativo in una data equazione (9) , ed in essa si 
ponga x=:j+M+i , o che é lo stesso , ti trasformi essa in uri altra che 
abbiale radici uguali alle radici. della data diminuite però della quantità 
M+i, la trasformata avrà tutti i suoi termini positivi. 

Sì abbia la equazione 


— 15 *’ — 7 *— 2 = 0 . 

In questa il massimo coefficiente negativo è — 1 5 ; e però , ove la medesima 
voglia trasformarsi in un’altra, di cui tutti i termini sieno positivi, si potrà avere 
questa trasformata diminuendo le radici della proposta della quantità i5+i, ov- 
vero , che è lo stesso . ponendo x — 16=^ , indicando così con y le radici della 
trasformala. Ed infatti in tale supposizione i coefficienti della equazione trasfor- 
mata saranno (174) 

./7'ssl6^— l5.l6’— 7 . 16 '— 2ssi42 , 

5 '=r 3 .i 6 * — 2.15.16—70281 , 

C'o3.i6— i5o33, 

D=i, 

donde ù dedurrà la trasformata mcdesiina 

y^+33y*+a8iy+i42«>‘ 
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177. Una equatione che ha latti i soot termini positivi non paò avere al* 

cuna radice reale e positiva (i65) ; segue da ciò che le radici reali della Irasfor- 
mata , della qaalc si è lenato ragionamento nel numero precedente , dovranno 
essere tutte negative. Or una qualunque di siflalte radici si esprime per x — 
— M—\ ; dovrà quindi essere x — M — i<o , e perciò Adunque in 

ogni equazione il massimo coeffiriente negativo preso positivamente ed ae- 
cresciuto della unità , é maggiore di qualunque radice positiva della equa- 
zione medesima. 

178. Per limite delle radici positive di una data equazione qualunque , 
b’ intende quella quantità che è maggioro di latte le radici positive della mcile* 
sima equazione. Per un tal limite potrà sempre (177) prendersi il niassiiiio coef- 
Cciente negativo della equazione accrescinlo della unità. Non sempre però il mas- 
simo cocrticicnte negativo col segno positivo aggiunto alla unità ci dà il limile più 
prossimo delle radici positive. Per ottenerlo converrà cercare il minimo valore di 
h che rende positive tutte le quantità A\ N, C‘ , /P, . . . poiché in tal caso lutti 
i termini della trasformala riuscendo positivi , le radici reali della medesima , 
cioè loy==x — A, dovranno essere negativo, per la qual cosa saranno le r</i , 
e perciò A rappresenterebbe il limite piò prossimo. Si prenda per esempio l.i e* 
quazione 

r*— 2x*-j-3x’— 4x-|-5=o 

proposta sopra , ove — 4 essendo il massimo cocnicicDle negativo , potreb- 
ne rappresentarsi col nnmero 5 il limite delle radici positive. Ma a fine di avere, 
te fia possibile , questo limilo piu prossimo alle radici , cerchiamo il valore di A 
che rende positive le quantità 

^=A*~ 2A»-f 3A*— 4A+5 , 

.B'=:4AJ— GA*+6A— 4, 

C'=6A»— 6A+3, 

Z)'=4A— 2 , 

£'=.1. 

Primieramente A=i rende positiva la quantità ZP ed nn valore qualunque di A 
maggiore di i fa lo stesso eflelto. Anche C è resa positiva da A=i , ma que- 
sto valore rendo .B'=o ; onde convicn prendere A=2 , e siccome nn tal valor» 
di A rende ancora A' positiva , sarà 2 no limile più prossimo delle radici positive 
della proposta equazione. 

Con simiglianle metodo si dimostrerebbe esser 7 nn limite più prossimo 
delle radici positive della equazione 

** — 5x*— 6x» — iqx-{-7aso , 

c 6 quello delle radici positive della seguente altra 

*5— 3x4— 8x* — 25 x*-|-4*— . 39=0. 

Il Gmitc del qnale si è finora parlato è il limite superiore delle radici poòtive; 

F »/. I. 20 
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il limite inferiore delle radici medesime piè prossimo che il zero , si determina 
nella seguente gnisa. Nella equazione che si propone mettasi x= la trasfor- 
mata conterrà i medesimi coefficienti della proposta , ma scritti con ordine in- 
Tcrso. Or conseguita dalla supposta relazione tra x ed y che al più grande dei 
s’alori positisi di y debl>a corrispondere il più piccolo dei valori positivi di x; di- 
notando dunque eoa / il limite superiore delle radici positive della trasformata , 

il h'mitc inferiore delle radici positive della proposta sarà= -y . 


Una quantità negativa, della quale il valore assoluto è maggiore o minore di 
lotti i valori assoluti delle radici negative di una data equazione dicesi limile su- 
periore o inferiore delle radici negative della equazione medesima. Il limile su- 
periore delle radici negative di una data equazione si ottiene come segue. Nella 
proposta facciasi x= — y, le radici positive della trasformala col segno — espri- 
meranno le radici negative della projiusta ; determinando adunque il limite su- 
periore delle radici positive della trasformata e ponendolo =/ , sarà — / il limite 
supcriore delle radici negative della proposta. 


Finalmente nella data equazione ponendo x— — , e dinotando con / il 

y I . 

limile superiore delle radici positive della trasformala, esprimerà j il limite 


inferiore delle radici negative della proposta. 

ijq. Sieno come sopra x, /3 , 5, . . . le m radici della equazione ($) , 

e cerchisi di trasformare questa in un' altra la quale abbia le radici uguali alle 
potenze n"”* delle radici della medesima (4>). Le radici della trasformala do- 
vendo essere , jS" , , 5" , . . , dessa ascenderà a quel grado stesso a cui 

ascende la proposta ; potrà perciò questa trasformata rappresentarsi per 


y» — /t'y"-'-\-B'y"-' — C'y"— .... +T'=0, 

nella quale altro non resta che a determinare i coefficienti A', B', C, D , . . . 
Or questi coeflìeicnti si deducono agevolmente da ciò che è dello sopra (iG6. 
171). Infatti 

y#'3=X" -|-à» -H . . . 

^n,«) 

/?=*• (3* >• 4-«« Ó" >" -1-/2" 2" 2" -1-..=— 

6*=»" /3" -j-a" jS" 2" -)- . . » -}-/3" >" 2" -)- , . . =» — ^ ■ , 

Z/'= *" /S" <>" 2" -|- . . . = — Q-y— 1 ec 


f ogliasi 7 r esempio trasformare la equazione 

x3 2X’-}-X— I =0 

in un' al'ra , le cui radici sieno i quadrati delle radici della proposta. In lai eaiw 
i Ire coi'fticìeuli B*, C della trasformata 

y '' —A'y *-J- />'y— C'irso 
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saranno rispcttivamenle ngnali a , — — , ^ ^ ■ . Ma (i67.i69)/>(*W 

=AP— 2 B , /K’.O =/>(’) . />(’) — /'(O , /’(>.’->) = />(».») . p(0— . 2P« *)= 
=(P(*).PW— P(4))p(*)— 2(PU)./>(0_P(«J); cd essendo ^=2, , C=I , si 

oUeDgonoP=/^=2,P(’)=:y#P — 2lì=zi—2=2,P0)=j4 Pi') — BP-{-‘àC=:Ì.— 
—2 + 3=5, PW=,^PW— P7^(’>+CP=: 10—2 + 2=10 , Pt*)=//PU)— 
— ppti)+ CP^’)=20— 5+2= 1 7 , P4>i)=,/P(*)— PP(4)+ CPl’)=34— 1 0+ 
+5=29. Risulteranno quindi 

A>=PÌ'ìz=2 , 

PC0.pW_P(4) 


(PCO.PCO— P«))P(0— 2(P W.P(0— PW) 

2 TB 


c conscguentemente la trasformala in questione sarà 
y3_2y’— 3y— 1 = 0 , 

le cui radici equivarranno ai quadrali delle radici della proposta. 

180 . Pongo termine alla teoria delle trasformazioni delle equazioni risol- 
Tendo il seguente problema. Trasformare una equazione qualunque ($) in un'al- 
tra che abbia per radici tutte le somme possibili ad ottenersi con le radici « , /3 , 
7. • • . della proposta prese a due a due , cioè le somme 

a+/3 , «+ 7 , «+J , . . • , /3+7 , ^+5 , . . . , 7+5 , . . . . 


Supponendo B=tn il nnmero delle radici della ($) , il numero di queste somme 

•ara = — ^ . Infatti la prima di quelle radici , cioè ec , con le altre /S, 7 , 

5, . . . costituisce m — 1 somme «+/9, »+ 7 » *+5, ... ; la seconda y9 con le 
altre », 7 , S, . . . costituisce parimenti m — i somme /3+«, / 3 + 7 , /S+5, ... ; 
e cosà appresso. Laonde il numero di lotte queste somme sarà m(m— 1 ). Convien 
pertanto riflettere che in questo numero ciascuna somma, come per esempio »+/9, 
•' incontra due volte , una volta perchè ad » si aggiugne , ed un’ altra perchè 
a /3 si aggiugne » : essendo dunque una stessa cosa »+/3 e /3+», farà a uopo 
dividere per 2 il numero m{m — i) a fine di ottenere il domandalo numero di tutte 
le somme possibili a formarsi con le m radici della (4>) prese a due a due. 

Da quanto è detto , chiaro apparisce che il grado della trasformata in que» 

tlione dovrà essere = — ^(i64). Or se per brevità questo numero si pone 

=n , la trasformata sarà del grado «'4'™ , e potrà esprimersi generalmente per 


y* — >+Zl'y"— 4 — . . . +7’=0, 

di cui non rimane allro che a delcrrainare i coerficienti ff, C, jy, . . . Per 
detemmarli piu agevolmente , rappresi ni amo con Qi') la somma delle potenze 

« 
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r”** delle radici di qnesta trosrormala , sia cioè 

+-+(/3-K)' +iM' +..+(7+J/... 


Sviinppando i singoli binoroii del secondo membro , questo conterrà primiera- 
mente la somma delle potenze r''"’ delle radici della proposta moltiplicate per 
m— 'I , perchè in m — i binomi! è compresa ciascuna di siflaltc radici ; conterrà 
inoltre la somma dei termini della forma '/3 moltiplicati per r ; la somma in 

r(r— i) 

terrò luogo dei termini della forma moltiplicati per — - — ; e cosi di se- 

gnito. Nella ipotesi poi di r pari il numero dei termini dello sviluppo di cia- 
scun binomio e dispari ; e quindi sommando i termini medii , dei quali per da- 

r r 

seno binomio ve ne ba nn solo della forma a,' /3* moltiplicato pel coefficiente 
r(r-i)(r— 2) . . . 

— , si otterrà la somma dei termini della forma 


2.3. . 

2 


a* ^ moltiplicati pel coefficiente medesimo. Ma allorché r è dispari nello svi- 

r-f I r— t 

luppo di ciascnn binomio dne sono i termini medi! della forma » ' /3 * , i coi 

r(r— i)(r-2)... pt?) 

coefficienti sono ognali fra loro c si rappresentano per ■ 


2.3 . . . . 


r — 1 


A 

laonde sommando qncsti tèrmini medii , ne risnlterà la somma di tatti i termìm 

r+. r_. r(fw,)(r— 2) . . . 


della forma » ’ ‘ moltiplicati per — . Adunque 

2.3 — 

2 

essendo r pari, sarà (167.169.171) 

)P('’)=(«i— r^**~~*^ pC»— >,0-|- . . . -f. 

2 

^ /ff) 

essendo poi r dispari , si otterrà 

|p(')=(m— i)pW-f-rPC'»*.0-). figlili . . . + 
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+ 


2.3 


r — I 
2 


Ma dalla formola (a) , cioè dalla forinola 

pC".») =P('")./’(")— P(«+») 
già dimostrata sopra nel citato numero 169 ricavansi 
PC'^i.OarsPt '^0 . p — pW , p(>-->. 0 =pC'-->) . P(0 — P(0,ec. . . . 

0=p(0. . . 

adunque sostituendo siffatti valori , si avrà per r pari 

ip(0=(»i~i)PW-^rP('^') . P+ PC'-O . P(»)+ .... 4 . 

2 


r(r-i)(r- 2 ) . . . (^) ^(r) 


3 • • • • 

2 


.[r+±=I> + ... 


r(r— i)(r— 2 ) . . . 


2.2.3 


r 

a 




e per r disparì 

j?(0=(»j— i)pW4-r/JC— .p(.) I 

2 

+ K— ')(--») ■ ■ ■ /=) _ 


2.3. 


r — I 
a 


_r+±^ + . . . +^=^r!L_tì]r<... 

^ 2 . 3 .... — — • “ 


Inoltre per r pari essendo 
a*" ■b(i 4 -i)’‘ SBi+r+ 






+ *v + 


a,3 . . . . 2 
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+r+iB!2+2f+2 +...+ U_', 

2 2 . r 

2.5 .... — 

2 


e per r disparì risaliando 


r(r — i)(r — 2) . . . 

»(,+.)- =.+M- + ... + _. + 


2.3 . 

a 




2.3 .... 


2 


= 2+2r+2 ~ — + ... -f-2 
2 


r(r_i)(r_2) . . . 


2*3 • • • • 


sarà nella prima supposizione 
r(r— 1) 


r(r— i)(r— 2) . . . (^) 




. .2 


"4* • • • + 


e nell’ altra 

a"”— i=r+ 


_ r 

2*2*3 • • • ' 

2 




2.3 * . . . 


r — t 


In TÌrtò dei calcoli precedenti allorché r è pari sarà 

lP(0=(«_,)p(r)^.,.p(r_.).p.^. !±i:l) J,(r-0 . p(.) + .... 4. 


r{r-i)(r-2) . . . (7) (f) 

+ l ili — — (2'-'— i)W, 


2.3 — 

2 


e quando r è disparì 
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x 5 i 


+ 


■(r-iXr-2) . . . (^) AJ.N 

ULr . ^ y . p\ ‘ y — (2’-— — 1)/>(^). 

o '•—I 

2.3 ... . 

2 


Finalmente, poiché (m — i)J“W — (2'^' — i)PWe=(»i — i 2''“*’-|-i)PW = 

—{m — 2'' "*)^W, avremo quando r è pari 

lP(O=(w~2'--0A'-)+rPC''-O.P-}- 'llZil /•(>■-.). />(») + . . . . ^ 


+ 


r(r- 0 (r- 2 ) . . . (^) /f) /f) 


2.3 


2’ 


c qnando r è dìspari 

iPC'’ 5 =(w— 2’— ■jW-j-rPt'— 0 . P-j- pC--— ) . p(0 + .... 4. 

2 * ' 


+ 




2.3 ... . 


r — I 


Da queste formole si dedorranno i valori di Q, Q (.>) , ^0 , ^(4) , ec... Ma {167) 

Q=J', Q^^)=J'Q-2B', Q(.')=>A‘Q{')—B'Q+ZC', 

Qitì=A'Q(.')—B'(KO+c'Q—.iD', ec. ec. . . ; 

donde si determineranno i coclEcienli della trasformata , in modo che sia 

a'=q, b'= ^ C'= ^ 

2 3 ^ 




CQ—B'Q(‘)+A'Q(.^)—Q<.*) 


, ec, ec. 


1 8 1 • Debbasi trasformare la equazione 

**— 9x’-|-26ar — 24=0 


in un altra , le cui radici sieno le somme dì due qualunque delle radici della 
proposta. Essendo^ la data equazione di terzo grado , quella della trasformata 

sarà del grado ^ =3 , sarà cioè aneli’ essa di terzo grado , onde la e- 
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iprìmercmo per 

yS-^y+B'y-C'=ao. 

Volendo poi determinare i suoi coelllcienli A', B', C, avremo per le cose delle 




2 


c_ j 


Or dalle formole generali che ci danno il valore di ipCO , ricaviamo 


Qss2P -, ip(O=p(0+P.P ; ^>)=_/>(5)+3PC’).i». 

Àdanqac 

A'=2P , 

2 ^>P-(P(-) +/>■/>) ^ 

^ 2P'P— ^'(P(*)+P.P)4-3/>.PCO_P(l) 

a- 3 . 

Inoltre paragonando la equauono generale con la proposla , abbiamo Aaag ^ 
B^2& , C=24; sarà quindi (167) P=A=q , Pi')=AP — 2Ss8l~52aHi 
=29 , PWz^APM — BP-\-dC=26i — 234+72=99 » e però 

/<’=2.9s=:i8 , 

18.18— (29+81) _ 824—110 

2 a ' ’ 

107.18— 18(29+80+3.9.29— 99 _ 1926— 2079+783 

C=s ^ — 2 —310^ 

onde la trasformala sarà 


y* — i8y*+i07y-2io=o. 

182. Se due quantità realih, e k eostiluite in una equaabne in luoga 
della incognita rendono il primo membro una Msilico , e F altra negativo^ 
la equazione avrà per lo meno una radice reale, i cui limiti faranno h, e k: 
ossia la equazione avrà per lo meno una radice reale, la quale sarà mi- 
nore di una di quelle due quantità e maggiore delF altra. 

Sia P la somma di liitli i termini positivi della equazione , e — ^ la som- 
ma di tutti i termini negativi , in modo che si abbia la proposta espressa per 
P-Q=o._ Inoltre si supjioiigano primieramente le quantità h ek ambedue posi- 
tive e A>A. Se posta a=A è il primo membro P—Q positivo , e posta x—k 
è P — Q negativo , nel primo vaso sarà P^Q e nel secondo P^Q. Or non vi 
lia dubbio che le quantità P e (} , essendo composte di termini tutti positivi e di 
potenze intere di x , crescano al crescere della medesima x , di tal che aumen- 
tandosi X per gradi insensibili da li Tino a h , esse pure aumentino per gradi 
insensibili ; ma però P crescerà meno di Q , perchè di più grande che era pri- 
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ma è poi divonula la più piccola : segue da ciò eòo Ira i duo valori di A , e i vi 
dovrà essere un valore di x tale, per cui si abbia P=Q (*). Adunque questo 
valore di x medio tra A e A , e che rende P=Q, o.»sia P — Q=o , sarà una 
radice reale della proposta. Se posta x=à , fosse P — Q negativo , e posto 
x=k fosse P — Q positivo , avrebbe luogo il discorso medesimo e solo dovrebbe 
cangiarsi in esso in e in P. 

Suppongasi in secondo luogo che le due quantità A, c à siono ambedue ne- 
gative , ovvero che una sia negativa e l’ altra positiva. Dinotando con r una 
terza quantità jiositiva cosi grande che le somme r-|-A , r-pà risultino positive, 
se la proposta equazione si trasfonuasse in un’ altra , la quale avesse le radici 
uguali alle radici della data accresciute della quantità r , se cioè nella proposta 
si facesse x=y — r , e si sostituissero poi successivamente nel primo membro 
della risultante equazione trasformata in luogo di y i valori r-^A , r-\-k , si 
otterrebbero due risoltamenti di sogno contrario ; poiché sostituire nella trasfor- 
mata r-j-A , r-|-à ad y=r-|-.r varrebbe lo stesso che sostituire nella proposta 
A , A ad a: : or da questa sostituzione si hanno per ipotesi risultali di segno con- 
trario. Avrebbe dunque quella trasformala una radice reale compresa Ira r-|-A 
cd /"-j-à, vi sarebbe cioè in essa un valore di y=ir-{-x medio Ira r-|-A ed r-J-A. 
Wa non potrebbe nella trasformata trovarsi uu valore di y=r-\-x medio Ira 
r-|-A ed r-f-A, ove nella proposta non si trovasse un valore di x medio tra A, e 
k. Quindi se due quantità reali A , c A sostituite ec. 

Ma quantunque se duo quantità A e A, sostituite in luogo di x in una equa- 
zione, danno risultali di segni conirarii, possa a ragione dedursi, dover esse per 
Io meno comprendere una radice reale , non però potrà affermarsi che no com- 
prendano una solamente, potendone comprendere un numero qualunque dispari. 
Ciò risulta da una nuova proposizione , che prendiamo a dimostrare : cioè che 
ae due quantità h e k comprendono un numero qualunque dispari di r a iiei 
reali, i risultati della loro sostituzione in luogo di x nella equazione avran- 
no segni contrarii; e se ne comprendono un numero pari i risultati che si 
avranno dalla loro sostituzione saranno affetti dal medesimo segno- 

Per far chiara una tal proposizione sieno » , /3 , Y , . . . le radici della 
equazione data , le quali sì suppongono comprese Ira le due quantità A e A, ed 
'X il prodotto dei fattori del primo grado in x , che corrispondono alle radici 
reali non comprese , e alle radici immaginarie. 11 primo membro della proposta 
equazione potrà mettersi sotto la forma 

Y{x—9.)[x—§,){x—rf) . . . 

Sostituendo succesuvamente io esso A , e A in luogo di x , avremo i due risultati 

. y (h-d){k-m-y) ■ • ■ 

y«(A^,)(A-/3)(A-r) . . . 

Y* ed Y" designando ciò che diviene ¥ allorché in esso mettesi k,ek in luogo 


(*) coDScgUfDta •) rcndfra rvith itti* *c q lanlu è dtllo lì paragonif dietro le tracce 

celebre Lagrangef al caso di due i q’»4li |uiicuilo rta due punii difforeiiti percorrono 

in nodo la mèdeiima linea die quello il quale era pi mia indietro it Irori 'Q seguito più iTaoti 
dall* altro ; perche è chiaro che caii deroao es«cr»i iiivOutraU mila loro »(rada. 

AW./. 21 
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di X ; traeste due quantità Y' < Y" arranno necessariamente lo siesso segno ; al- 
trimenti in Y si troverebbe per lo meno una radice reale compresa tra A e à , 
lo che è contro la ipotesi. 

Ciò posto , per determinare piò facilmente i segni di quei due risultati , si 
divida il primo pel secondo ; avremo 

r (A-«x)fA-/9)(A-7) . . . 

ossia 

Y’ h — A h — /3 h — y 

F' • aZÌ ' 4=^ • • • • • 

Ma le radici » , /? , y , , . . comprendendosi tra A e A , si ha per necessità 


dal che n deduce 


A>OTvero<», /3, y, . . . , 
e A<oTvero>», /3, y, . . . , 

A— «, A— /3, A — y, . . . >ovvero<o , 
e A—», A— A— y, . . . <ovTero>o ; 


dunque , poiché A— a e A— a hanno segni contrarii , come pure A— /3 e A— ^ , 

, , ....... A — A A — /3 A— y 

y e A— y, . . . , i quozienti ^rziali - , , . . . saranno 

lutti negativi : dall’ altra parte è essenzialmente positivo, giacché Y* e Y" 

* r A— A h-p A-y 

,sara 


hanno il medesimo segno ; laonde il prodotto pp, . ^ ^ ' 

negativo , se le radici a, /3, y . . . comprese fra A e A sono in numero dispari, 
e positivo se in numero pari. Dunque i due risaltati 


r(A-A)(A-/3)(A-y) . . . 

7«(A_«)(A-/3)(A-y) . . . 

avranno segni contrarii , ovvero gli stessi segni, secondo che le radici comprese 
Ira A e A saranno di numero disparì , ovvero pari. 

Da quel che è detto ne s^ue necessariamente che te due quantità reali, 
loitiluil* in luogo di x tn una equaxione, danno risultali di segni eontrarù', 
eamprendono esse per lo meno una radice reale , potendone ancora com- 
prendere un qualunque numero dispari ; e te danno risultati del medesimo 
segno, o non comprendono alcuna radice, ovvero ne comprendono un numero 
qualunque pori, 

i83. Se una equazione ha F ultimo termine negativo, avrà per lo meno 
ima radice reale positiva. Sia questa equazione 

. . . — 7’rsso. 

Pongasi nella medesima x=o , il risaltato sarà — T , cioè negativo. Inoltre si 
esprìma con / il massimo coefficiente negativo preso col seguo contrario ed ac- 
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cresciuto della nnilà , e si metta nella proposta x=l , il risultato sarà pusiiiro 
(176). Ma allorché due valori reali sostituiti ad z in una equazione danno luogo 
a rieultamenti di segni conlrarii , questa equazione ha per lo meno una radice 
reale compresa fra quei dne valori (182). Dunque la pro|>osla dovrà avere per 
lo meno una radice reale compresa fra zero ed /, cioè fra zero ed una quantità 
positiva , la qnale radice sarà perciò positiva. Dunque se una equazione ee. 

184. L'na equazione di grado pari che ha t ultimo termine nega- 
tivo ha per lo meno una radice reale negativa. Imperocché mettendo —x 
in luogo di X nella proposta , I’ ultimo termine — T essendo situalo in posto di- 
spari si rimarrà negativo (i 73 ) , e quindi la trasformata avrà per lo meno una 
radice reale positiva (i 83 j. Ma le radici della trasformata non differiscono dalle 
radici della proposta se non in quanto al segno. Adunque la proposta avrà per 

10 meno nna radice reale negativa. 

1 85 . Una equazione ( 4 >j di grado ditpari , e che ha F ultimo termine 
pentito ha per lo meno una radice reale negativa. Infatti sostituendo nella 
proposta —X ad x , l’ ultimo termine essendo situato in posto pari (lyS) muterà 

11 segno in modo che da positivo si farà negativo , e perciò la trasformala avrà 
per I» meno nna radice reale positiva (i 83 ). Ma le radici di questa trasformata 
solo in quanto al segno differiscono dalje radici della proposta ($). Dunque la 
proposta avrà per lo meno una radice reale negativa. 

186. Dal detto (i 83 . i 85 ) conseguita che una equazione di grado dispari 
contiene sempre per lo meno una radice reale positiva 0 negativa ; e qnindi de- 
docesi che trna equazione digrado dispari ha sempre un numero dispari di 
radici reali. Per verità nna qualunque equazione di grado m.'*^ può rap- 
presentarsi pel prodotto (i64) 

($)=(x— »)(«— / 3 )(x— 0')(a:— d) . . . (x— «jsso , 

esprimendo con a, / 9 , y, 9 , . . . , m le sne m radici ; onde se il grado m della 
( 9 ) è disparì, questo prodotto contiene nn numero dispari di fattori della forma 
X— , X — ) 3 , X — y, X — S , . . . , X — 03 perchè disparì è in tal caso il numero 
delle radici », / 9 , y, d, . . . , m. Or se rì vuole che la ( 9 ) dì grado dìspari non 
contenga nn numero disparì di radici reali , essa uè conterrà nn numero pari , 
e conseguentemente nel prodotto ( 9 ) slncontrerà un numero pari di fattori reali; 
per la qual cosa facendo svanire con la divisione questo numero pari di fattori 
reali , il numero dei rimanenti fattori sarà dispari e darà luog^o ad una equa- 
zione di grado dispari , la quale perciò avrà un’ altra radice reale. Non è dun- 
que vero che nna equazione di grado dìspari contiene un numero pari di radici 
reali. 

187. Una equazione di grado pari, se ha radici reali, queste sono 
sempre di numero pari. Perocché se la proposta di grado pari contenesse un 
numero dispari di radici reali , tolte queste mediante la divisione della equazione 
medesima per altrettanti fattori , la equazione che quindi, risalterebbe sarebbe di 
grado dìspari , ed avrebbe perciò un’ altra radice reale. E dunque falso che una 
equazione di grado pari ha un numero dispari di radici reali. 

188. Una qualunque equazione non può avere che un numero pari di 
radici immaginarie. Infatti questa equazione 0 è di grado pari, 0 è di grado 
disparì. Se è di grado pari o non ha radici reali , nel qual caso tutte le sue ra- 
dia sono immaginarie e di numero pari , 0 se pur ne ha , dovendo esse essere 
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Hi ntimero pari (187) , lo rimanenti radici, cioè- le immaginarie, saranno ezian- 
dio di numero pari. Che se la proposta cipiazionc è di grado dispari , essa ha 
un numero dispari di radici reali (18G) , c siccome tutte le sne radici debbono 
essere di numero dispari , lo radici immaginario dovranno essere , se pur ve ne 
Seno , di numero pari. 

189. Se una equazione ha tutte le sue radici immaginarie , il suo 
primo membro si manterrà sempre positieo , qualunque quantità reale visi 
sostituisca in luogo di x. linporuccbè questo primo membro non può non avere 
r ultimo termine positivo (i84) ; ponendo dunqno in cssor=o, il risultato 
sarebbe positivo : ciò posto , se una qualunque quantità reale posta in luogo di 
X lo rendesse negativo , la proposta avrebbe contro la supposizione una radico 
reale compresa tra zero c la succennala quantità (182). 

190. Nel primo membro della equazione ($) , in cui si suppongono reali i 

coefficienti ^4, B, C , D, . . . (i 64 )> si sostituisca alla x prima V-»i , c 
poi u — ; essendo (i24-i25.i 18) 

(«— 1> V”*)" —mu^-'v V — 1~~ ~~ — . . . = 

2 

— - . . . ^=Ui-\-V jV — 

> {«— p V — ‘ (w— y — I — ^ ^ 

2 

— . . . zMiUì + Fì\j—l , 

— (fu 3V1J I- 3 ) 

(«_i,y— (»j— 2)u"-’py — I — 

-J- . . . =173 — Fì \^ — X : 
ec. 

quel primo membro nell’ un caso si ridurrà ad U-\~F , e nel secondo ad 
U — F\J — I ; Or non potendo mai accadere che sia U-^-FSj — 1=0 senza 
che si abbia pure (1 19)^/ — FyJ — i—o , no segue che ove la ( 4 >) resti soddi- 
sfatta con a;=u-l-p y — I, lo sarà eziandio con — py— i ; non potrà 

cioè la equazione ($)ammf!(torc una radice immaginaria della forma M-f-py'— i 
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senza che ammolla allrcsì la sna coniagala (i2o) u — » V — i- Confermasi con 
siflalta dollrina il Icorema già diuiuslralo sopra (i88), che cioè il nomerò delle 
radici immaginarie di una equazione qualunque non può essere che pari. Abbia* 
mo inoltre 

(x— tt— » V — i)(x — K+p V — i)==x* — 2f/x-f-w’-j-r’=(x— ; 

e però nclk medesima ipolesi il primo membro della equazione ($) sì polrà ri* 
Eolrere in fattori reali di primo o di secondo grado, 
igi. Sia data una equazione qualunque 

($y==x"— y^x”^‘-|-2?x’“~’*— Cx’"“’-4- . . . rjT.yx+T’sBO, 

di coi le radici reali disposte per ordine di grandezza sieno «, / 3 , “y, S, . . . , t, 
in modo che sia prima scritta la massima positiva , c poi le altre gradatamente 
minori , c riguardo alle negative sia scritta prima quella che, prescindendo dal 
segno, è minore. Se si chiami /’il prodotto dei fattori immaginarii che la propo* 
sta può contenere , la medesima potrà esprìmersi come segue 

(*)=(x— »)(x— j 3 }(x— y)(x— 5 ) . . . (x— t)F=o, 

Posto ciò io dico che se ciascun termine della proposta si moltiplichi pel propria 
esponente , poi si divida per x , e quindi si metta 

{^Qsssmx""" — («j— 1 Zfx"~>— (ni— 3 ) Cx^ 4 -|-. . .ip<Ssso^ 

saranno tutte le radici reali della ($) limiti delle radici reali della equazione 
( 4 >') , cioè (182) tra ogni due radici reali della equazione (<t) se ne conterrà una 
della equazione ($'). Infatti mettendo nella proposta ($J in luogo di x,l'ul- 
tìmo termine della trasformala sarà (174) 

— (m — (ot — 3 )Cii"-<-J- . . . 

Per verità l’ ultimo termine della trasformata dovrebbe essere 

. * . ± 7 ’; 

ma per ipotesi essendo oc nna delle radici della proposta equazione ($), quest’ul- 
timo *termine è =0 , perciò il coellicìente del penultimo termine che ó 

«w"~' — (m— 2).ffoc"-* — (m — 3 )Coc"— <-f- . . . +S, 

fatta la divisione di tutta la equazione per x , Ggurcrà da ultimo termine. 

Quindi conseguita che il grado della sncccnnata equazione trasformata do* 
vrà essere =am—i. Confermasi ciò dal perchè nella medesima (<^) , ma tradotta 
alla forma 

(«— oc)(x— / 9 )(*— ■y)(x— e) . . . (x— t)jF=o, 

BoslitaeodQ ad x, il faltorq x— oc risullaodo uguale ad x , fatta | come 0 
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dovere , la dinVione per x , quella trasrormala sarebbe espressa da 

(*-{-»— /3)(x+»—'y)(x+« — 5) . . . (ar+a— t)6'=o, 

dove Gela quantità in coi si muta ^ allorché ad x vi si sostituisce .r-f-A : or 
questa equazione contiene evidciitrmentc nn numero di fattori di primo grado di 
uua unità minore del numero dei fai tori di primo grado che si contengono nella 
proposta ; essendo dunque m il grado della proposta , quello della trasformata 
in que|tione sarà m — i. 
imprimendo pertanto 

(x-J-a— • • • (»+a— t)C=o 

questa trasformata , 1’ ultimo suo termine preso col se^o proprio , o col segno 
mutato secondo che m — i è pari ovvero dispari , potrà eziandio rappresentarsi 
coi prodotto (i66) 

(a— ^)(a — 7)(«— 3) • . . (* — r)Ci , 

in cui fri , è ciò che diventa l ’ allorché ad x vi si sostituisce a. Adunque sarà 

*=(«— j3)(«— y)(*""J) • • • • (* — t)Ci p 

Con un r^ionamenlo del tutto analogo al precedente si dimostreranno le se- 
guenti uguaglianze 

wjS**”*— {fli— . ^iSìbb 

»)(/3— Y)Ù3— 3) .... (^-<)<rs « 
(m— — (m — .... 

=(>— «)(y-.^)(y—3) .... (r— t)Cs, 
— (»i— 2 )ì 55"”’ — (m — 3)C3"^-|- . . . i rpS'ss 
=(J_a)(3— .... (5— r)C4 , 

ec.ee 

in cui Gt, Gl, fr4 sono i valori di F quando vi si pone successivamente xsj3, 

, . . . ' 

Or rappresentandoci, Ca, Cs . C4, . . . quantità essenzialmente positive 

f iSS.iqo) , ed essendo per ipotesi «>/3>ìr>3> .... >t , sarà il prodotto 
a — /9)(« — v)(a — 3) . . . (a— t)Ci positivo, il prodotto (/3 — »)03— ?)X 
(^—3) . , . (^—T)Ca negativo, il prodotto (y— a)(‘y— /3)(‘y—5 ) . . . (y— tJCs 
powtivo, il prodotto (3— >«)(3— /S)(3— y) . . . (3— -Tjfr4 negativo, e così dise- 
piito. Mentre dunque nel primo membro della equazione (4>') si sostituiscono in 
fuogo dì X tutte le radici reali « , |3, y , 3 , . . . della equazione ($) , esso 
diviene alternativamente positivo e negativo , e perciò (182) tutte le radici reali 
della equazione ($) sono limiti delle radici reali della equazione ($'). 
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IQ2. Adunqne se le radici della eqoazione ($) sono tatle reali , tutte le 
radici della (4>'j earauno altresì reali (182)- Che se poi la equazione ($) con* 
tenga radici immaginarie , il nnmero di queste non potrà mai essere minore del 
nomerò delle radici immaginarie della ($') ; poiché se il nnmero delle radici 
immaginarie della equazione ($) venisse alcuna volta superato dal numero delle 
radici immaginarie delia , la differenza tra 1' un numero e l'altro non po- 
trebbe segnare un numero dispari , altrimenti una delle due equazioni (4>), 
conterrebbe un numero 'dispari di radici immaginarie, ciò che si è dimostrato im- 
possibile (188) ; asserendo quindi che le radici immaginarie della ($') possano 
alcuna volta superare le radici immaginarie della (<tj, si dovrà insieme supporre 
che la differenza tra quelle radici e queste segni un numero pari. Or supponendo 

S er poco che la ($') contenga nn numero pari di radici immaginarie di più, si 
ovrà conseguentemente supporre il grado della (4'j superiore al grado della 
($) , perchè dovendo tra ogni due radici reali di questa medesima contenersi 
una delle radici reali della ($') (>9*) 1 il numero delle radici reali della ($) po- 
trà al più soperare di nna unità il numero delle radici reali della ($') , nel qual 
caso se il numero delle radici immaginarie della (4>') superasse anche di due sole 
unità , il numero delle radici immaginarie della ($) , sarebbe il numero di tutte 
le radia della ($') superiore dì una unità al numero di tutte le radici della ($), 
e perciò il grado di quella verrebbe a superare di nna unità il grado di questa. 
Con più forte ragione si conchioderà il grado della ($') dover superare il grado 
della (4>) , ove il numero delle radici reali di questa agguagli il nnmero delle 
radici reali di quella 0 ne sia minore. Ma ha luogo il contrario, perchè per ipo* . 
tesi il grado della ($) essendo m, quello della ($') è(igi)«n — i. Adunque se la 
($} ha radici immaginarie, la ($') ne conterrà o altrettante, onn numero minore. * 
iq3. Può dunque la pronta ($) avere assai più radici immaginarie che 
non ne na la equazione ($'). Per ben comprendere ciò, sieno y, 3', . . . 
le radici reali di questa eqoazione disposte per ordine di grandezza ; io dico che 
la proposta non potrà avere che una sola radice maggiore di ed una sola 
compresa in dasenn intervallo Ira «' e /3*, o tra /3' e r , o tra y e 3', ec. . . . 
Infatti se la proposta avesse due radici reali maggiori di a', siccome tra queste 
due caderebra una radice reale della equazione (<^') (iQi)' sarebbe la 

massima tra le radia di questa. Così pure se tra a' e cadessero due radici 
reali della proposta , poicnè tra queste due sarebbe compresa una radice reale 
della eqoazione ($'), a' e /3', contro la ipotesi, non si succederebbero in ordine di 
grandezza , e così in s^ito. Ciò posto , se (igi) chiamiamo (4>,), (4>a), (^3), 
(4>4) , ec. jF^ , JP 3 , , ec. ... I valori di (4>) e di F quando in 

luogo dì X vi si sostituisce successivamente a', /3', y, 3', ec. . . . avremo 


(#a)=03'-«)03'-/3)03'-y)03'-3) . . . (^'-r)Fa , 

($3)=(y— «)(y— P)(y— yXy— 5) • • • {y'—r)Fì, 

($4M3'-»)(3'-|3)(3'-7)(3'-3) . . . (3'-t)F4 , 




Googk 


Ora è facile il vedere che se la proposta ha una sola radice maggiore di a', la 
quantità ($1) sarà negativa ; all' opposto sarà positiva , se ninna radice della 


tuo 

rtroposla è maggiore di Se Ira a' e / 3 ' cadrA nna sola dt Ilo radici « , ( 5 , y , 
o, . . . , T, le quantità (<I>i) e ( 4 >a) avranno segno diverso, e f|iiii)di se hanno il 
medesimo segno , ninna radice reale di Ila proposta è compresa Ira x' e /S'. Nella 
medesima guisa le due quantità ( 4 >a) , (<1>3) avranno il segno divei-so se una ra- 
dice della proposta cadrà tra ( 3 ' e y', e cosi appn’sso. 

Se la proposta ha il medesimo numero di radici immaginarie che la equa- 
zione ($t) , dovrà necessariamente avere una radice reale isaggiorc di *' , 
una compresa tra »* e / 3 ', un’altra Ira / 3 ' e y', e cosi di seguito. Quindi la quan- 
tità (<t) diventerà in lai caso alternativamente negativa c positiva , allorché vi 
si sostituiranno per ordine le radici /S', V, S', . . . Che se alcuna di questa 
condizioni manenerà , ciò sarà un indizio sicuro , che la proposta ha più radici 
immaginarie che non no ha la equazione 

194. Si potrà ora intendere agevolmente il seguente teorema : se una 
qualunque data equazione (< 1 >) , il cui grado sia m , si mo/liijlichi termine 
per termine per la serie m, ra — i, m — 2, m — 3 , , 2, i, o, e /a equa- 

zione elle ne risulta si moltiplichi di nuovo termine per termine per la seria 
m — I, m — 2,.m — 3 , m — 4 , ••• > 2 , i, o, e quella che ne nasce nella mede- 
sima guisa si moltiplichi per la serie m — 2, m — 3 , m — 4 . m — 5 , ..., 2,1,0,- 
e cosi di seguito ; tutte le equazioni nate da siffatte molliplioazioni non 
avranno alcuna radice immaginaria se tutte le radici della proposta sona 
reali. 

La proposizione inversa non è però ngnalmenfe vera , potendo benissimo 
avvenire che la proposta contenga assai più radici immaginarie che non ne ha 
quella che deriva dalla proposta moltiplicando rispettivamente i snoi termini peg 
’i termini della serie m , m—i , m—z , m—d ,...,2,1,0 (192. ig 3 ). 

ig 5 . In ogni equazione il numero delle radici reali positive non può 
essere maggiore del numero delle variazioni di segno , né il numero ielle 
radici reali negative può essere maggiore del numero delle successioni di 
segno. Chiamiamo variazione di seguo il pass^gio dal segno -f- al segno — , 
ovvero dal segno — al segno -|- in due termini consecutivi , e per successione 
di segno intendiamo la costanza del medesimo segno nel termine segnente. Cosi 
ad esempio nella equazione 

tre sono le variorioni di segno dal primo al secondo termine, dal terzo al quarto, 
e dal quinto al sesto , e due le successioni dal secondo termine al terzo, e dal 
quarto al quinto. 

La proposizione che abbiamo ennneiata ha due parli ; la prima parte si 
dimostra come segue. Si abbia la equazione 

a* ... — Ax" — ... -tpBxP -f- ... ... +JT** + ... =0 , 

la qnale , per maggior generalità , si supponga avere il primo sno membro com- 
posto dì una prima serie +^"+ ■ • • di termini tutti positivi , poi di un'altra 
—Ax* — ... di termini tutti negativi , quindi di nna terza -\-lixv -p* ... di 
termini tutti positivi , c cosi apjiresso fino ad una nllima serie ffiKxd . . . . i 
Cai termini saranno evidentemente o tutti positivi o tulli negativi secondo chy 
il toUl numero di siiTaUe serie è dispari ovvero è pari. 
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Ciò pr(!8npT)osto moltiplicando il primo membro della eqnaaone )>el faiiora 
X— » corrispondente ad nna radice reale positiva , otterremo due prodotti par- 
EÌali , dei qnali il primo avrà i suoi termini affetti da quei segni medesimi dai 
quali sono affetti i termini del moltiplicando, ma i segni dei termini del secondo 
prodotto parziale saranno del tutto contrarii a quelli del moltiplicando medesimo 
e avanzati di un posto verso la destra. Adunque facendo soltanto conto di quei 
segni Docessarii a considerarsi , i due prodotti parziali cd il prodotto totale po- 
tranno Dotarsi nella seguente foggia : 

jc" + -j- +Ax' +... 

X — » 


x^‘-^ ... — \-BxP+' 

— ... — .... -f- ... 4- ... . — . . . 


+ 


. . . . + • • • +Ax*+'+ . . . 
. ... -j- ^ f. 


4--..± -f- 


Rilevosi dalla semplice ispezione di questo prodotto totale che il sno primo ter- 
mine è positivo come quello del moltiplicando , che il primo termine negativo 
— di questo moltiplicando corrisponde a un termino negativo del prodotto 
totale , checche ne sia dei segni intermedii, come ancora che al termine positivo 
-\-BxP del moltiplicando corrisponde un termine positivo del prodotto totale , e 
cosi di segnilo lino al termine +Ax* del moltiplicando, a cui corrisponde un ter- 
mine del prodotto totale affetto ancora dal medesimo segno ; donde deducesi 
che a ciasenna variazione di segno del moltiplicando corrisponde almeno nna va- 
riazione dì segno del prodotto totale. Ma l' ultimo termine di questo prodotto 
totale è affetto dal segno col qnale di necessità si dà luogo per lo meno ad 
una variazione che non si trova nel moltiplicando. Dunque la moltiplicazione del 
primo membro di nna qualunque equazione per nn fattore x — » corrispondente 
ad DDB radice reale positiva introduce per lo meno nna variazione di più nella 
medesima equazione. Dunque se dascuna radice reale positiva introdotta in una 
equazione dà luogo ad nna variazione dì più, la equazione non potrà affatto con- 
tenere un numero di radici rcaU positive maggiore del numero delle variazioni 
di segno. 

Riguardo alla seconda parie della proposizione basterà T osservare che mu- 
tando in nna equazione la x in — x , la qual cosa fa si che le radici positive di- 
ventino negative, e vicendevolmente le negative diventino positive, le variazioni di 
segno si muteranno in successioni , e le sncccssioni in variazioni. Ma da ciò che è 
dimostrato nella prima parte delia proposizione, la trasformata non pnò avere un 
numero di radici reali positive maggiore del nnmero delle variazioni di segno. 
Dnnqne il numero delle radici reali negative della proposta non potrà essere 
maggiore del nnmero delle successioni di segno. 

Il teorema già dimostralo si deve al celebre Descartes, ma la dimostrazione 
che ne abbiamo data è del chiarissimo Gauss. Questi però ha osservalo che la 
prima parte della proposizione è sempre vera, qualunque sia la equazione , com- 
pleta cioè 0 incompleta ; ma che la seconda parte per essere esatta deve supporre 
o completa la equazione , ovvero, se essa è incompleta, che siensi per mezzo del 
coeilicieDte +0 suppliti i termini che mancano. Così nella equazione incompleta 

x4— 5x*-f8ar— 6c:sa) 

Fol.L 23 
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non avendo loogo che le sole variazioni di sogno, potrebbe a primo aspetto sem> 
brare che la medesima non potesse contenere radici reali negative ; eppore es> 
sondo essa di grado pari ed avendo l' ultimo termine negativo dovrà per io meno 
avere una radice reale negativa (i84). Ma cesserà siiiàlla diOicollà ove la pro- 
posta scrivasi come segue 

zi+oaS— 5o;*-)-8x — Gesso. 

Infatti si vede che in questa equazione ha loogo una successione di segno sia che 
si voglia il coefficiente o affetto dal segno sia che si voglia affetto dal segno—. 

196. Quanlttn^ue volle le radici di una equazione sono tulle reali , il 
numero delle radici positive sarà uguale al numero delle variazioni, eJ 
il numero delle radici negative agguaglierà il numero delle successioni. 

Essendo m il grado della equazione , esprimasi per n il numero delle va- 
riazioni , c per p quello delle successioni , sarà D’ altronde se n' segni 

il numero delle raoici positive, e p' quello delle negative, si ha pure 
(i65J. Dunque 

n+p—n'+p'. 

Or(i95) nè n' può essere >» , nè p''>p. Quindi sarà n'z=n, ep'=p. 

>97' Questo teorema può alcuna volta fard venire in cognizione della esi- 
stenza delle radid immaginarie in una data equazione. Vediamolo nei seguenti 
esempi! 

1 Propongasi la equazione 


2** — 3x — 755=0, 

le radici della quale se fossero tulle reali , i segni indicherebbero una radice po- 
sitiva e due negative. Moltiplicandola per x — * , introducendo cioè in essa una 
seconda radice positiva , dovrebbe la equazione di quarto grado che quindi nc 
risulta , cioè 

ar4 — (2-|-»)a:3-j-(2» — 3)x’ — (7 — 3»)x-f-7*=o 

contenere quattro radici reali, due positive c due negative. Ma prendendo «saa 
perchè sia z*>3, e 7>3» , si ha 

x4 — 4-v^-j-x* — x-j-i4=o , 

ed in questa equazione non possono supporsi le quattro radici tutte reali cosicché 
due sicno positive e due negative , come chiaramente ce lo dimostrano i segni , i 
quali, se pur la equazione avesse le radici tutte reali ,-ce le indicherebbero tutte 
positive. Adunque la proposta non può avere tutte le sue radici reali , ma una 
reale positiva , e le altre due immaginario. 

2-° Sia data in secoudo luogo la equazione 

x4— x3-l-6x*— I ex-j-So^o. 

Questa se avesse le radici tulle reali , perciò che si può argomentare dai segni , 


Digitized by Google 


i63 

(e arrcbbc altresì tutte positive. Molllplicandula per x-\-% , la equazione di 
quinto grado 

**+(* — i)a4-{-(6 — a)a ’+(6* — i 2 )x’-|-(do— 1 2»)x+5o*s=so, 

dovrebbe consegnentrnirntc alla supposizione già fatta , avere le sue cinque ra- 
dici tutte reali , quattro positive ed una negativa. Ma facendo in essa a=3 si 
ottiene 

I 1 5o=so , 

i coi termini essendo lutti positivi , le radici dovrebbero essere tutte negative , 
ove pur si volessero supporre tutte reali , e conseguentetnente non potrà la pro- 
posta contenere alcuna radice reale positiva, c perciò le avrà tutte immaginario. 
3° Si abbia la equazione incompleta 

in cni i valori di e ^ sì suppongono positivi ; supplendo in essa per mezzo del 
CoefGcicnte +o il termine clie manca , otterremo 

a;5+o. X • -f-j 9 a:-)-y=o. 

Il segno superiore non fa scorgere altro nella equazione che snccessioni , mentre 
r inferiore dà due variazioni cd una snccessione, ciocche dimostra ad evidenza la 
esistenza di due radici immaginarie nella proposta. lufalti se tutte le radici della 
medesima fossero reali , in virtù del segno superiore dovrebbero essere tutte ne- 
gative , mentre pel segno inferiore dne dovrebbero essere positive cd una nega- 
tiva , lo che dice manifesta coniradizionc. 

Non sempre però data una equazione potrà con tal mezzo dedarai la esi- 
stenza delle radici immaginarie. Infatti se si proponesse la equazione 

nella qnale , come nella precedente, i valori di /> e 7 sono positivi , supplendovi 
it termine +o.m*, la equazione 

*3+0 .®s— joa;-l-f=o, 

à presenterebbe dne variazioni ed nna successione, sia clic si consideri il segno 
supcriore, sìa che si abbia riguardo al segno inferiore ; e quindi la proposta po- 
trebbe avere le Ire radici tutte reali , due positive cd nna negativa , ovvero noe 
radici immaginarie ed nna reale negativa , essendo positivo 1 ’ nltimo soo ter- 
mine (i 85). 



« 
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CAPO X 


iCi 


DELLA RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI DEL TERZO E QUARTO GRADO , 
I CUI COErnClEMI SONO BEAU. 


ig8. Dalle cose che finora abbiamo esposte intorno alle principali proprietà 
delle eqaazioni dipendono in gran parte i metodi ebe si praticano nel risolvere 
le equazioni numeriche dei gradi superiori al secondo ; prima però d' indicare 
siffatti metodi non credo essere fuori di proposito assegnare in questo luogo le 
forroole generali delle radici delle equazioni letterali del terzo e del quarto gra* 
do. E per cominciare dalle equazioni del terzo grado, propongasi primienuDente 
la equazione pura 

jc3— liso . . . (/). 

s._ 

Una delle Ire radici di questa equazione è certamente x=s\i ; togliendo quindi 

* — 

dalla proposta questa radice , dividendo cioè la proposta per x—\i (i64)i olo 
terremo la equazione di secondo grado 

3— 3 _ 

V* + V*’=o ♦ 


dalla quale agevolmente si dedurranno i valori delle altre due radici ; infatti 
questa equazione ci dà(i6i.e'’") ^ Adunque le tre radici 

3 

della equazione (_/*) sono 

»/“ — — 3*/-r — I — V — 

a— V».*= V» >{/0- 


igg. Passiamo ora alla ricerca delle formole generali delle radici della 
equazione di terzo grado , dalla quale sia stato tolto il secondo termine (176). 
Sia essa 

x3+3òx+2S=o . . . {/"). 


Facendo x=:u-\-v , risulterà a.-’=«^ + 3 a’o-l- -^r*=u 3 -|- 3 nt(tt-l-e)+ 

4-p33s=u3-|-3Mtx-|-p* , ossia 


x’— Sara' — 

Questa equazione , della quale una radice è u-f-r , sarà aflalto identica con la 
quantunque volte determineremo le quantità u e r talmente che soddisfac* 
ciano insieme alle due seguenti relazioni 

u’+L>=-2à j. . . (/") ; 
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la rìsolozione adanqne della cqnazione (^f") dipende da qoeMa delle doe (/"')■ 

Or la prima delle (/"') dà , il qual falere mota la seconda in 

__ ^2à=:o , ossia in u®-f-2Au®— A’— o ; mettendo quindi u^=u> , in 

gnìsa che ri abbia w*-\-2hw—k^—o , donde A si otterranno 

per » i sei ralori che seguono (i98.(/'J ) 

s 

u=y~w= — A±|^A’+A*, 

3 

v~ . - 1 +K- l , 

2 ^ 2 

5 

u-s — — ■? . — »— , 

2 ' ^ ~ 2 

G per t> gli altri sei corrispondenti 


—A 






j/— A±KA*+A* 

c= j/— a+KaM^ • , 

c=» j/— A+^À^^ . . 

Afa ax=K+r ; aTremo dunque 

1 J 

x=» A±KÀ^^ + j/ — à+K-t’+'l*. 

j __________ ^ 

*= i/_A+KAq:F.=:i±l:^+F 

r * 2 * 

3 ^ J 

:r= l/_ 3 ±K*^.=:i=Kj^+K , 

r _ 2 * 
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Questi sei Talori di x , poiché ciascano è doppio , riduconsi al Ire segaenti 

3 J ' 

1= j/— + [/—k— Virali 

j * 

.r= {/ ~h+yT^>. ~~ ' ~^ +[/ 

^ 2 ^ 2 

3 J 

j/ —k+yk‘+/tK~lrK~^+l^ — fc— '+K— 3 

2 2 

i quali esprimono le tre radici della proposta equazione (/”). La prima radice , 
cioè 

l 3 

x= / _t+^T+X3 + ^h—yk'+à^ . 

si chiama la formala cardanica da Cardano che si distinse mollo nel trattarla. 
200 . Le formolo [f" ) danno luogo ai seguenti teoremi. 

Le radici di una qualunque equaxiune di terso grado della for^ 
ma ( f") sono una reale e due immaginarie, quando il coefficiente del se- 
condo termine è positivo , e quando , essendo negativo , il cubo della sua 
tersa parte è minore del quadralo della metà del lermine nolo. Imperocché 
in siilàtta ipotesi le due quaulilà 

s J 

y/ _A4-f^FfA5 , y/ -k-y^T^ 
sono reali ; chiamando quindi m la prima ed n la seconda, la prima radice, cioè 

x=am+» , 

sarà reale , e le altre due radici , cioè 

,=» +» L 

+„ ~'+r=i 2=j 

2 ' 2 2 2 ’ 

saranno essenzialmente immaginarie. Higuardo poi al segno della radice reale 
esso sarà positivo o negativo, secondo che il termine noto è negativo o positivo, 
lo che va di accordo cou quanto fu dimostralo sopra (iS3>i85). 
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2. ® Le radici di t/na equazione di ferzo grado della forma (/") xouo 
tutte reali y quante volle il coefficiente del secondo termine è negativo, ed il 
cubo della terza parte del suo valore assoluto pareggia il quadrato della 
metà del termine noto. Rondesi ciò luaniresto dalla 8em|iìicc ispezione delle for* 
molo {/"’) allorché in esso si sostituisce — a + 4 ® od insieme si prendo 

Pertanto in tale sapposizione se il termine noto è positivo, le radici sono 
Dna negativa e due positive uguali fra loro , ma se il termine nolo è negativo, 
una radice è positiva e lo altro due uguali fra loro sono negative. 

3 . ° Le radici della equazione (/") tono tutte reali e disuguali quando 
il coefficiente del secondo termine è negativo , ed il cubo della sua terza 
parte é maggiore del quadralo della metà del termine noto. Avendo scritta 
la equazione (/") sotto la forma 

che è quella che in quanto al segno del secondo termine conviene al caso suppo- 
sto nella ennneiaziane del teorema, pongasi x=g~y~ h ; ne risulterà 


y^-^y+ =°- 

Ma essendo per ipotesi , è pure A*. Adunque ponendo per ragio- 

A 

ne di brevità =/ , sarà l nna frazione propria , e la equazione precedente 
diventerà 

y^—3g+2l=o. 

Ora se pery si sostitniscono successivamontc i numeri —2 , — i , o , i , 2 , i 
sogni dei risultamenli saranno — , -f-. — » + quando / è positiva, e saranno 

—, — , — , - 1 - quando / è negativa. Adunque sì nell’ano che nell’ altro caso 

avendosi tre volte i risultati di segno contrario, la equazione iny avrà (183) le 
sue tre radici reali e disegnali , e lo stesso per consegnenza avrà luogo per la 
data equazione in x. 

Sogliono alcnni autori dimostrare quest' nltimo teorema a un dipresso come 
segue. Nella supposizione che nelle forraole (_/’"■) +A* s* unti in — A* e che si 
abbia à*<A^, tacendo A* — A’= — pi*, e — A=v*, otterremo 


l— — I y’ — — I , 


r= y’-f pij^ — I . — ^ ^ y3 — f/j/" — I 




e= j/ H- 1/ vf-py-i . 


z 
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Ora essendo \/ ^ * « "«>•* formola di Newton 

(i 24 - (y« ) ) t to quale , come a suo luogo il vedremo , vale eziandio quando 

r esponente è una frazione , mettiamo «= csssv^j troveremo 

j 

=y+ VL ^ y~i- 

r ^ *— ‘^5^ S.G.gyS 

da coi , poeto 


, I-Z/Z’ IfZ 1.2. 5/2* , 

aye;^ “ • • ' ’ - SZ^8 + 


risalterà 


Con nn ragionamento del tatto analogo si dimostrerà ( 1 25.(/'n ) ) 

j 

v^—(j.y—i =/)— yj/"— I . 

Sostituendo questi valori nelle formolo notate sopra , esse si materanno in 

2 2 
— ’ ' * ~~^^ +(p—9y — » ) ~^^^ ta-yfyV? , 


a^=(/»+?K— i) 


le (inali espressioni sono tutte evidentemente reali e disoguali. Adonqoe le radici 
della equazione (J"") ec. ec. 

Ma la dimostrazione ebe ho addotta in primo luogo, gentilmente comunica* 
lami dal chiarissimo Professore Tucci , mi è sembrala doversi anteporre a que- 
sta ultima per essere quella indipendente affatto dal binomio di Newton. Il che 
ho riputato più esatto, sia perchè esso binomio vorrà dimostrato più tardi pel caso 
dell’ esponente fratto, sia perche la serie inSnila in cui egli si svolge in tal caso, 
potrebbe essere divergente , e la più parte dei geometri , come a suo luogo si 
vedrà , è al presente di accordo nel riconoscere la incertezza dei risultamentì , ai 
quali può condurre l’ uso delle serie divergenti. 

Notiamo da ultimo che questo caso in cui tntlc le radici quantunque reali 
compariscono sotto una forma immaginaria , diccsi il caso irredueiòile , pcrchù 
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a Diano è rìutcito finora di esprimere silfalte radici algfcbricamenle , in tenniiu 
cioè finiti di numero , sotto una forma reale. 

201. Applichiamo ora le formole {f") ad alcnni esempli. 

Propongasi in primo luogo a risolrere la equazione di terzo grado 

l’-f* — 2=0 ; 


comparandola con la (/"), si ottengono A= , ka—i , e quindi le formole 
) J ■ 


x=j/i+v|i+^| • • 




, , --I +V =3 

a 


dinoteranno le espressioni delle sue tre radici. Or noi abbiamo 


/i±vl'+,^ì -/■±VÌJ^j“t/‘±Vl|^j = 




10 


seguito poi dimMtreremo 1 ±— V*! = ~ Ì V^* Adunque le tre 


radici della equazione proposta saranno 


4-+4-v^+-5— 




/"A T 

^ a ) 


— ±+±y/:rj, 


=- j. _ • v=3:^=— i- - -5-v=^ . 

26^ a a ^ ‘ 

VoU. 


25 
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Si abbia in secondo luogo la equazione 

— ^a--}-6=o. 

Paragonandola con la (/"), troveremo //= /.=3 , e perciò !. espres- 

sioni delle SQC tre radici saranno 




43/ 


V-'+''Ì9-f I • • 


Ma 


i/-s±v|9-f!=//-3±v|-^H»/-3±vl-’^”!= 


=|/ — 3+— V — • ed inoltre ^ — 3+— V — 3=si+ ^yJ-^3 , 
9 9 

in segnito sarà dimostrato ; adunque sostituendo, otterremo 


come 


r=i-i- 


4k=5)(- k=3)(-ì +K^)=.. 


In questo secondo esempio tutti e tre i valori di r quantunque reali, sono com- 
parsi da principio involti fra quantità immaginarie ; nondimeno hanno essi po- 
.tuto essere algebricamente liberati da siffatte quantità immaginarie , perchè dal 

binomio —3+ — ^ —3 ha potalo estrarsi perfettamente la radice cubica. In 

generale , quantunque volle la espressione è un cubo perfetto, 

non si darà mai luogo al caso irreducìbile. 11 metodo poi che si dovrà tenere a 

fine di scorgere se la espressione — k+'y~ A*-f-à^ nei casi particolari sia o no un 
cubo perfetto , formerà il soggetto di speciali ricerche, delle quali si tratterà in 
appresso. 
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202. Vogliasi or.i risolvere la equazione pura di (piarlo grado 

il— 1=0 . . . (/o). 

Esiendo x4=j ed Jc*=iVi', ove si faccia K/=« , si oUerrà x*=+a , i J 
xme+y+a. Adunque i quattro valori di x saranno 


x=Va , r = — Via , j;s=K— o , — V—a ; 


ma 


saranno 


(ii3)K« = j/ki = Ki- ; quindi sostituendo , 

4, « 4 4 , } 

Vi, x= — Vi, x—Vi V—i , — Vi K— I ? 


(/.) 

le quattro radici della proposta (fo). 

2o3. Sia una equazione qualunque di qoarto grado senza il secondo ler> 
mine espressa per 

x*-|-Ax*+fcr+i=o . . . (/a) ; 
a risolver la quale pongasi x=u-|-o-|-m' , sarà , ' 

x**mu*-^-v'+fv*+2(uv^m+trn>), 

ossia 

X*— 

Innalzando al quadralo questa ultima equazione , si ha 

«a4(«’r’+*4’»p’+pv»>’)+8ttr»*>{M-fr-J-(»>)»4(w’o’+“’<4^+o’t4’’)+8“tw’x , 
e quindi 

x‘— 2 (tf*-|- 0 ’-fn>’)x*— 8Mwx4-(«’-fp*+»>*)* — 

Questa equazione , della quale una radice è k+p-|-»’, sarà identica con la (/!>), 
ove si soddisraccia allo tre seguenti relazioni 


2(tt*+p*-f «♦'*)= — à , 8t/w*= — k , 

cioè alle tre 

... A ^ 

«*+p*+f»>*= , g- , 

à’ I 

«•p'+uV'+pV**» 76 “ ■J’ • 

Adunque la risoluzione della dipende dalla rìsolnzione delle (yà}. Or u* , 

a 
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r‘, w’ tono (i 6 €) radici delia equazione 




ovvero della 



Laonde se con ti , ta, I3, si dinolino le tre radici delia equazione (/4); saranno 


e quindi 


n’=/i , »*=/a , 4>’=ft , 
u^+Vii , P=+K/a , «*'=+V7j . 


Ma x=u-{-v-\-u> ; e però 

x^+VtT±Vh±VìT- 


Sembra a prima vista che otto sieno i valori di x , ma pure dovendo le u , 0, h> 
esser tali da soddisfare alla seconda delle relazioni {fi), chiaro si scorge dovmi 

ai tre radicali Vi, , Via , K/'I' prefigere quei segni soltanto che possano far risul- 
tare elativo il loro prodotto quando k è positivo nella equazione (fi) , e posi- 
tivo allorché k è negativo. Or si sa che un prodotto di tre fattori è positivo 
quando 0 tutti questi fattori sono positivi , ovvero uno è poativo e due negativi, 
ed è negativo quando o tutti i fattori sono negativi , ovvero uno è negativo e 
due positivi. Quindi le radici della proposta saranno nella ipotesi di %<o 

x= VfT+Vfe+Vft 

X— Vl— V^>— V* 

x=i—\/T,+y/Z — Vft 

Vl — V^+v/ft 

e nel caso di X;>o 

x =— vl — v?r — \A* 

x=— vt; + V ii 
x= VìT— V^+Vft 

ao 4 . La equazione (fi) dicesi /a ridotta della (fa), dipendendo la risolu- 
zione di questa dalla risoluzione di quella. Noteremo pertanto i sedenti teoremi. 

I .* Ze tre radici della ridotta tono tempre o tutte realt e potitice , o 
tutte reai i ma una potitiva e due negative , o una reale posttiea e due im- 
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maginaria. lafaHi etsemlo l’ allimo lermiM ddia ridotta negativo , dovrà es«a 
necetsariamenle avere una radice reale positiva (i83). Posto ciò, le sae altre da<! 
radici saranno entrambe reali , ovvero entrambe immaginarie ; nella ipote^i 
però che sieno reali , dovranno essere eziandio o tolte dne positive o latte due 
negative , perchè altrimenti il prodotto delle Ire radici non pareggerebbe I' iil> 
timo termine preso col segno contrario (i66). Adunque eo. ec. 

Se te tre radici delta ridotta tono tutte reali e positive , le radici 
della proposta saranno tutte neeessariàmente reali- Perocché sopponendosì 

reali e positivi i valori di t, , ta, I 3 , saranno reali i valori dei radicali Vi, , 

Vta , Vt•s^ e coosogucnleroente ancora quelli di * nelle formole (yb) , (yè). 

3." Se tutte le radici della ridotta tono reali, ma una positiva e due 
negative , le radici della proposta saranno tutte immaginarie gitante voile 
le due radiei negative della ridotta tieno disuguali ; che se le due radici 
negative della ridotta tono fra loro uguali , due delle radici della proposta 
saranno immaginarie e due altre reali ed uguali. Ed invero allorché le ra- 
dici della ridotta sono per esemplo t, , — ta, —ts , e non si ha ta=l 3 , in cia- 
scun valore di x nelle formole {fs),( /è) si contengono le quantità immagina- 
rie V—i , Vtì V—\ le quali non si distruggono scambievolmente ; ma 
avendosi ta^tì i valori di x in (J'i) si ridurranno a 

x= 

are — y~ t, ; 

e quelli in (/e) a _ _ _ 

xsa — J/' t, — zy ta y — I , 

x=.—y7, + 2 yh y^, 
x= yT., 
x= yT.. 

Adunque se tutte le radici della ridotta ec. ec. (*}. 

4-“ Finalmente te una delle tre radici della ridotta estendo reale e po- 


(*) AUorebe delle Ire redici mli della ridotta una ^ poaitira , p. e. f, , e le altre due 
f] »OQO Dc|ati?c , k foroolc (/^) diveogooo 

x=V7.+K;KZi-t-Kr,K^. 

ec 

Or* < oun K:>lo che le tre pirli eortiluenti quota ridice moUipticati fin loro dumo no prodotte 
■esatira Dunque per tal eoo le rormole (Js) »< dovranno oura qoaado *>o , c per eou- 
Irario le lotoicle (yj) converranoo al eoo io cui A^o. 
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aUiva le altre due sono immnijinarìe , due delle radici della proposta ri- 
euitcranno reali e le altre dre imtnaginarie. Per dimostrarlo, raelliamo (igoj 

1 , e / 3 »=* — ^V—-\ ; sari 


yti = [/ oi+pK — • = — ti 

y tì — »— I = a—hy — I , 


ìu cui (i6o. e"") 


^ l / yjl±£:zl . 

'2 '2 

SoBlitucndo quindi nelle formtde (Jh) e (/$) siffatti valori immaginarii dei due 
radicali K/a, V/3 , le prime daranno 

xtM^y T, 4*23 , arri/" /, —23 , 
xzx—yl^•{^2by—l, xsst — j/"/, —2by — i, 


p le seconde 


xxz—y /, — 23 , a= — y /, +23 , 
y Tt —2by ^ , x=y 71 +2ij^— i 


Adunque se nna delle tre radici della ridotta ec. ec. 

2o5. Soggiungo ora i seguenti esempi! onde servano ai giovani di norma 
nelle risoluxioni di equazioni del quarto grado. Si abbia la equazione 


*4 — i 2 x'—iSy'^ X — i6=o. 


Paragonandola con la (A)» otterremo — 12, bss—iCy^, /ss— 16 , e 

... A I , b.' 3.2d6 . , 

qumd. - =_6 , =9 , j *- 4 . - -gj- =i 2. Adunque 

la ridotta della equazione proposta sarà 


/3 — 6<*+l3/— I2SS0 , 

della quale le radici sono 

/.=3 , / a »= .1 + & y —\ , < 3 = Y 



y^x. 


E poiché A<o , perciò le radici della proposta saranno 

xr^yl + l/i- 4 - ^ y~i + j/lirSj/iy, 

• r 3 i 2 ^2 2 
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^-|A 

' 2 

2 

=7_|/I 

^ 2 

2 

^+i/| 

li 

1 




±f/pìil 


LJLzt ±4 




Adonqoe sosliloendo, le quattro radici della proposta si rìdorraDoo alle segoenli 

®=K^+K?, x=K^ — k7, 

x=^yl + x=—y3 — 1 ^= 7 . 

Propongasi in secondo lo<^o a risolvere la equazione 
*4— 2 **+i6x — i5=:o. 

& A* I 

Abbiamo A= — 2 , A=:i6 , /=— 15 y e quindi — s =— 1 » tz — T » 

/ / 3 \ fc* ® ^ . 

— =—^3+ , -gj =4- Sostituendo siffatti valori nella (/4), esprimerà 

/3— r+4^ — 4^0 

la ridotta della proposta. Or questa ridotta ha per radici 

t, = l , h=2-y ~ — I , ftssB— 2J/" — I ; 

poiché dunque A>o , le radici della proposta saranno 
x=—i— [/ aV — I — ^ 


— 1 + |/ 2\/—i + \/ —aV^» 
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l/ +2 v'— I = + l/ }ìlA. yJ — 1=1 + ^—! , 

' ' 2 ' 2 

Quindi sostitoendo , dinoteranno 

a=— I— (i + V^)— (i—V— 0=“3 , 

^*=»— i+(i+v:^i)+(i— ■\/^)««« , 

4r= I— (i + V^)+(»— V^)=*»— . 

■ I a » 1+(1 + V — <)-(«-- 1 

i quattro valori delle quattro radici della proposta. 


C 4 P O XI. 

DEL MODO DI TEOTARE LE RIDICI RAUOIULI DELLE EQUAZIONI NUMERICn. 


ao6. Non vi ha risoluzione generale per le equazioni dei gradi superiori ai 
quarto , che anzi a parlar propriamente non vi ha risoluzione generale, che ri- 
guardar si possa completa, che quella delle equazioni del primo c del secondo 
grado ; infatti , come si è por veduto , le espressioni delle radici delle equazioni 
del terzo grado e del quarto sono assai complicate , soggette ad eccezioni , e 
molto meno commode nella pratica. Ma quantunque sia vero che non possa otte- 
nersi la risoluzione generale delle equazioni di un grado più elevato dei quarto , 
ciò non ostante , ove una equazione qualunque abbia radici razionali , queste 
potranno sempre ed agevolnientR trovarsi. Cominceremo pertanto ad inoltrarci 
in sifiatte ricerche dal teorema seguente. 

Una equazione qualunque , nella quale la unità è il coefficiente del 
primo termine , e tutti gli altri coefficienti tono numeri interi, non può con- 
tenere radici razionali che sieno esprette per numeri fratti. 

Si abbia la equazione 

a:" T’aero , 
ai Ila quale A , B ,C , . . . S , T aleno numeri interi ; supponendo che essa 
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possa ammeltcre nna radice razionale fratta della forma — , avremo sostituen- 
dola ad X 


fl** 

hm 




a"'—' , ^ a"~* 
i"— > "• J 


+ • • • +<S +^— 0 > 


e quindi 

o" _ — • . . -|-5a4"'~*-J-7’Z”~*) 


Ora esprimendo a , b dne nnmeri interi , il numeratore del secondo membro di 
questa nitima equazione sarà evidentemente anch'esso un numero intero, il quale 
se cliiamiamo p , otterremo 

gm p . . a" 

^ > cioè =p. 

a • ^ 

Ma ciò è impossibile nella supposiaone ebe sia una frazione propria ridotta a 

minimi termini ; poiché in tal caso essendo (46) a, 6 primi fra loro , saranno 

... a" 

anche primi fra loro a”* , d , e perciò non potrà il quoziente essere uguale 

al numero intero p. Non può dunque una equazione che abbia tutti i suoi ter- 
mini interi , ed il coeQìciente del primo uguale alla unità , avere per radice una 
frazione razionale. 

aoy. Una equazione qualunque può sempre trasformarsi in nn’ altra che 
abbia le radici uguali alle radici della proposta moltiplicate per nna data quan- 
tità (172). Siffatta trasformazione è specialmente utile a liberare dalle frazioni 
nna equazione , in modo però che il primo termine non acquisti un coefBciente 
diverso dalla unità. Propongasi infatti la seguente equazione 

*■ 4--^ -p- a:"-* + • • • + ; 

metteodo in essa xs , otterremo 


ab 


bk 


c 4 * 


y" + jr— 4- T? y"~’+ -p- y"-’+ 


+ 


*A"-’ 


thr 


■y+ — 


£ poiché 4 é nna quantità della quale si può disporre a piacere , se essa si fac- 
cia ugnale al prodotto a'^e' . . . aV di tutti i diversi denominatori delle fra- 
sioni, rnulterà, sostituendo, una equazione in cui lutti i coelEcicnti saranno nu- 
meri interi rimanendo uguale alla unità il coefBciente del primo termine. 

Allorché i denominatori od, 4 ^, c', . . . tf, / hanno comuni divisori , ba- 
sterà prendere h uguale al più piccolo numero che possa nel tempo stesso di- 
viderti per tutti i denominatori. 

r«u. b 4 
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2o 8. Dal detto conseguila che, ove stabililo siasi un metodo che c' insedi 
a trovare le radici razionali intere di una equazione qualunque, la quale abbia 
numeri interi per coefficienti e la unità per coefficiente del primo termine , sarà 
agevole ottenere le radici razionali intere o fratte di qualsivoglia altra equazione 
n coefficienti razionali qualunque. 

Kiprendiamo pertanto la equazione 

in cui A, B, C, . . . Q, R, S, T esprimono numeri interi. Supponendo che x 
sia una radice razionale intera della equazione , avremo 

e quindi 

T 

— =— x’"-‘ — Ah.'"-' — 5 x"“> — Cx"~<— . . . —Qt.*—Ba. — S ■ . . (i). 

Ora il secondo membro di questa nltima equazione segna un numero intero ; a> 

T , 

dunque anche il primo membro — esprimerà nn numero intero , dovrà quindi x 

necessariamente trovarsi fra i divisori del nomero intero T ; si rileva da ciò che 
le radici intere della proposta equazione dovranno sempre cercarsi tra i divisori 
deir ultimo suo termine. E però allorché questo termine ha pochi divisori le ra- 
dici razionali potranno ottenersi con molla agevolezza nel modo che vicn indicato 
dalla seguente regola : prendendo tanto positivamente che negativamente i 
divisori dell' ultimo termine della equazione , e sostituendoli nella mede- 
sima successivamente in luogo della incognita x , se trovasi che alcuno vi 
soddisjdccia , sarà esso una radice della equazione , e se nessuno si trova 
che VI soddùj'accia , potremo essere certi che la equazione data è priva af- 
fatto di radtei razionali. 

Serva per esempio la equazione del terzo grado già risoluta sopra (201) 
x’ — yx+6=o. 

Idivisori dell’ultimo termine, presi tanto posilivanienle che negalivnraenle , 
sono I, 2, 3 , 6, — I, — 2, — 3 , — G, dei quali Ire soddisfanno alla proposta , 
cioè I, 2, — 3 , e sono perciò le sue radici. 

Inoltre nella equazione 

x’ — 6 x^+27x — 38 = 0 , 

in luogo di X soslitnendo soccessivamente i divisori del numero 38 , i quali presi 
tanto positivamente che neg; tivnmcnto sono 1,2, 19, 38 , — i,— 2, —19,— 38 , 
si vedrà che il solo 2 vi soddisfa. Dividendo quindila equazione per x — ^2 si giu- 
gnerà ad avere 

X’— 4x4-19=0 , 

le cui radici sono immaginarie, ciò’* 2 -f- • 2— V — Adunque le tre 
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radici deila proposta saranno 

2, 2 — 1 5 , 2~\/— 15. 

La SDCCcnnafa regola diventa impraticabile ogni volta che l' ultimo termine dtdU 

T 

equazione ha molli divisori. Pertanto la equazione (i) , mettendo - — 
d dà 

— s= — a"“* — 5*’"— <— — . . . —Qa , — /^=o ... ( 2 } ; 

iS* 

, questa , facendo - — riducesi a 

— ss— 5— J^a"— t— Zf»"-*— . . . —Q=zo (3) ; 

Ji> 

dippiù questa i ponendo *> di»*» •“ 

Q' 

— = — *«— 4—^*»— — Ca"— ’ — (4) ; 

coniinnando in tal guisa a trasportare nel primo membro tutti i termini del se- 
condo , si giognerà finalmente ad avere 

— =— a— ^ (ot— i) , 

ff 

dalla quale , facendo , si dedurrà — i. 

I secondi membri delle equazioni ( 2 ), (3), (4), , (m — i) sono tolti nu- 

meri interi per la ragione medesima per la quale il secondo membro della (i) è 
un numero intero ; adunque perchè il numero intero a , positivo o negativo , 

sia radice della proposta equazione , non solo fa d’uopo che il quoziente — sia 

I ^ . . ,.S> (y ^ “ u 

intero , ma altresì che sieno mteri 1 quozienti — , — — , e che 

A A ft Ot 

inoltre si abbia — = — i. 
a 

Dal detto conseguita che un divisore a dell' nllimo termine della equazione 
proposta , perchè sia radice della medesima equazione, faccia di mestieri i.'che 
il quoziente della divisione dell'ultimo termine per il divisore a sia intero; 2 .* che 
a questo quoziente aggiugnendo col proprio segno il coelGciente di x, la somma 
divisa per a renda no numero intero; 3." che al quoziente di questa seconda di- 
visione aggiugnendo col proprio segno il coefficiente di x*, il quoziente che si 
ottiene dividendo una tal somma per a sia intero ; e così di seguito, fioche ag- 
giognendo col proprio segno il coefficiente di a"~' al quoziente ottenuto prece- 
dentemente, la nuova somma divisa per a si trovi essere uguale a — i . 

Posto ciò, ecco una seconda regola onde scorgere se alcuno dei divisori del- 

* 
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!' oUimo (ermiae di nna equazione data è radice della mcdesiina , la quale do* 
vrà meUerei in pratica quantunque volle quei divisori sieno molli di numero. 

Avendo scrini in una medesima linea orizzontale tanto col segno pO‘ 
sitico che col segno negativo tutti i divisori delf tdiimo termine , si notino 
al di sotto di questi divisori i quozienti delle divisioni dell' ultimo termine 
per eiascuno di essi ; in seguito ad ognuno degli ottenuti quozienti aggiu- 
gnendo col proprio segno il coejjiciente di x, si segnino le somme sotto i quo~ 
ZI enti che loro corrispondono ; dividendo poi queste somme per ciascuno 
dei divisori , i nuovi quozienti si scrivano sotto le corrispondenti somme ; 
e cosi in appresso operando , ove si abbia I avvertenza nel corso della ope- 
razione di rigettare i quozienti fratti e di non più badare ai divisori che 
danno siffatti quozienti , si giugnerà presto , mediante le cose dimostrato 
precedentemente , a scuoprire se la proposta equazione abbia radici razio- 
nali intere , e quali esse sieno. . 

Allorché le particolari equazioni che si propongono sono incomplete avrer- 
tasi di tener couto dei termini che mancano , riguardando ciascun di loro come 
avcnle un cocliicienle =o. 

209 . Sava per primo esempio la equazione 

xi — gx’-J-zS**— 20 x-|-i5sso. 

il quadro del calcolo che dovrà istituirsi a fine di scorgere le radici razionali 
«iella proposta è il segocnle 

+ ID,+ 5,+ 3,+ I,- I.- 3,- 5,-i5 
-i- i,-j- 3,-j- — 15, — 5, — 3, — I 

— *9> — — 5, — 33, — 23, — 23,-21 

— 5,— 5,-f-33 
+ i8,-f.8,-f58 
+ 6 ,+ i8,— 58 

— 3,-f 9'— 67 

— I.+ 9.+<»7 

le questo quadro tulli i divisori dell' ultimo termine i5 sono disposti per ordine 
di grandezza tanto col segno -|- che col segno — in una medesima linea oriz- 
zontale , che è la prima. Nella seconda linea si contengono i quozienti delle di- 
visioni del numero i5 per ciascuno dei suoi divisori. La terza linea è formata 
dalle somme che si hanno aggiugnendo d cocQicientc — 20 di a? a ciascuno dei 
numeri scritti nella seconda, l.a <|uarta linea contiene i soli quozienti interi che 
si ottengono dal dividere ciascun numero della linea precedente pel divisore che 
gli corrisponde. Nella qninla linea sono notate le somme che risultano aggiu- 
gneodo il coelficienle 23 di x* a ciascuno dei quozienti notati nella precedente 
linea. La sesta linea contiene i quozienti delle divisioni di ciascuno dei numeri 
della precedente pel divisore corrispondente. Nella settima linea si comprendono 
le somme dei numeri della sesta e del coefiicieute — 9 di x^. Nella ottava fìual- 
inenle sono segnali i quozienti che si ottengono dividendo ciascuu numero della 
settima linea pel corrispondente divisore. 

Ora il divisore -}-3 è quello che ci conduce al risultato — i ; adunque la 
proposta avrà una radice razionale , cioè -}-3. 
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Ella è cosa inolile applicare sifialla regola ai divisori -f-i c — t ; imj-c- 
rocchè potrà sempre agevolmente vedersi se essi soddisFacciano o no alla propo- 
sta eouazionc col sostilnirli ìramedialamente nella medesima in luogo della x. 

Propongasi in secondo luogo di trovare le radici razionali della segoenle 
equazione 

*4 _jrS — 1 1 6 *— 4S=o. 

L’ ultimo termino ha per divisori i, 2 , 3, 4» 6 , 8 , 12 , 16 , 24. 48 ; d’ allromle 
i due divisori -|-i e — i non soddisFanno alla proposta ; dunque le cercate ra- 
dici si troveranno Formando il quadro che segue 

8,-f-6,-p 4.-{- 3,-|- a.— a,— 3,— 4>~ 8|— la,— 16,— a4, — -t® 

— a.— 3,— 4,— 6,— 8_n,— 16,— a4,-fa4,-piS,-t-ia,-f 8,-f 6,-f 4,-(- 3,-f 3,-^- 1 

+ '5,-J-i4.+ '3.+‘a,-f io,-t-8,-f 4, o,— 8,-f4o,-J-3a,-f j8,-f-a4,-(-aa,-pao,-f ig,-*-i8,+ i7 


-fi» -fi» o.— 4. — 4 

— la» _I3»— 13,— 17 ,— 33, _30»_I7 

- I. - 3, -f 5 

-a, -4, +4 

— I, - i 


nel quale i soli divisori -{-4 e —4 conducono al risaltato — i , e perciò -f-4 e 
—4 saranno le sole radici razionali della proposta. Dividendo infatti 

x4 — x3_i3j;>_J.,6x_48aaso 

per (x— 4)(-r+4)=**““i6 , si ottiene 

X*— x+3=o , 

da cui si ha 



Adunque le quattro radici della proposta equazione sono 


+ i, —4, -7 + T V— «>. 

2 2 



210 . Nelle particolari applicazioni del metodo esposto nei numeri prece- 
denti possono alcuna volta commettersi degli errori di addizione 0 di divisione , 
ciocche potrebbe facilmente farci perdere di vista qualche radice ; laonde non 
potrà mai sembrare inconveniente cosa, 0 almeno inutile che dopo di aver diviso 
la proposta equazione per ciascuno dei fattori di primo grado corrispondenti allo 
già ottenute radici, si applichi di nuovo il metodo alla risultante equazione , la 
quale è sempre di un grado meno elevalo , e parlando generalmente ha i coeOi* 
cienti più semplici di quelli che si contengono nella proposta. 

Lbe anzi vi hanno dei cosi nei quali la equazione risultante dalla divisione 

t I 
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(Idia proposta per ciascuno dei rallori di primo grado corrispondenti alle radici 
trovato , può benissimo conteacre altro radici razionali senza che siasi commesso 
verno errore. Infatti ciò avverrà sempre che la proposta nbb'i radici uguali , 
perche il metodo esposto essendo solamente sidTicicnte per ottenere le radici di- 
suguali , non saprà mai indicarci se una stessa radice si contenga una , ovvero 
piò volte nella proposta. Si rileva da ciò che è detto, essere non solamente con- 
veniente ed utile , ma bensì spesse volte necessario elio si applichi di nuovo il 
metodo alla equazione che risulta dal sopprimere nella proposta le radici già 
ottenute. 

Sia per esempio la equazione 

— I7ia'*-|-2i6 * — ioSbo. 

Operando come negli esempli esposti nel nnmero precedente, si vedrà chiaro che 
-{-i5 e -|-2 sono due radici razionali della proposta ; dividendola quindi per 
(i— 3)(x— 2}=**— 5a:-f-6 , risulterà la seguente equazione 

** — 8jc*-f-2ia:— 18=0 , 

la quale sottomessa alle medesime regole, con coi si sono ottenute le due succen- 
nalc radici della preposta , si troverà altresì avere e -f-a per radici ; divi- 
dendo ancora questa ultima equazione per (x — 3)(x— 2)=x’ — 5x-|-6 , si ot- 
terrà 

X— 3=0 , 

donde ricavasi xss3. Saranno dunque 

-|-2, -|-2, +3, -f-3, -}-3 

^ le dnque radici della proposta , la quale perciò potrà rappresentarsi per 

(x— 2)*(x— *3)*=o. 

2 1 1 . Ilavvi una regola la quale , allorché I’ ultimo termine di una data e- 
quazione ha molti divisori insegna a rigettare gl' inutili ed a ritenere quelli so- 
lamente che possono soddisfare alla proposta. Si abbia infatti la equazione 

x"4-y/x”— ■-j-2?x"— -fCx— »-)- . . . -f7’=o , 

i cui coefEcienti esprimano .allretlantl numeri interi. Dinotando x una radice 
razionale della medesima , il suo primo membro sarà divisibile esattamente 
per X — X ; si avrà quindi la equazione identica 

X- -^-^x”— -f5x"-’-}-C’x"— 3+ . . . -f7’= 

s=:(x— xj(x"^>-f//'x— 4-£'x"-»-f . . . +7'»), 

nella quale £', 7' sono numeri interi. Ora dovendo questa equa- 

zione aver luogo qualunque sia a , se iu essa mettiamo sccccssivamenlc a = i , 
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=0 , =— I , otlerremo le scgnenli alire 

£'=-(*— 1 )&', T:==—oiT', 


esprimendo cioè con U , Ci risultamenti che ai ottengono aostitnendo i in 
luogo di X nelle due espressioni 

+Jx^'+Bx”-'+Cx’^^+ . . . -f-T* 

i"- +7’', 


e con F, F' quelli che si hanno mettendo io queste medesime espressioni i . 
Ciò posto, abbiamo 


V T F 

— =—c , - =—r, -r- ; 

* — I a *+* 


i secondi membri di queste tre equazioni sono numeri inferi ; dunque ancora i 
primi dovranno essere numeri interi. Di qui risulta la succennala regola : posto 
• neiprimo membro della data equazione successivamente s=i, =o,= — i, 
ne vengano i numeri U, T, V, e sia » un divisore del numero T ; perchè que- 
sto divisore possa essere una radice della proposta , jd d' uopo che tra i 
divisori di U si trovi a.— i , ed *-f-i tra i divisori di V ; ove queste condi- 
zioni non abbiano luogo , il divisore » dovrà come inutile rigettarsi. Ve- 
niamo agli esempii. 

I Sia proposta in primo luogo la equazione 

ar*— i 4 *’-t- 7 1 *■— 1 54 *+ 1 20 = 0 . 

Facendo x=i, = 0 , =s — i, avremo U—iK, 7'=i20, ^=36o; i divisori poi 
di 24 sono 

], 2 , 3, 4, ^ 2 , 24 , 

quei di 1 20 sono 

I, 2, 3, 4, 5, 6, 8, IO, 12, i3, 20, 24 , 3o, 4<>) '20, 

e i divisori di 3Co sono 


I ,2,3,4,5,(),8,().io,i2,ij,i 8,20,24,30,36, 40,43, 60 , 72 , 90 , 120 , 180 , 300 . 

l’osto ciò , tra i divisori di 120 rigetto i , perchè tra quelli di 24 non vi è 0 ; 
ritengo il 2 , perchè fra i divisori di 24 vi è i, e 3 tra quelli di 36o ; cosi pure 
ritengo i divisori 3,4, 5 , perchè fra i divisori di 24 vi sono a , 3 , 4 , c tra 
quelli di 36o vi sono 4 , 3 , 6, e rigetto tutti gli altri. Considerando poi i divi- 
sori negativamente , e rigettando •— i , ammetto — 2 , e — 3, perchè tra i divi- 
sori di 24 si trova —3, c — 4* c tra quelli di 36o s’incontra — 1 , e — 2 . Ri- 
getto — 4, perchè — 5 non si trova tra i divisori di a4 ; e nel modo medesimo 
ammettendo —5, rigetto tutti gli altri. I divisori dunque da ritenersi sono 

2 , 3,4, 5.-2, -3, -5. 
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Applicando a questi divisori le regole del numero eo8 , si vedrà che i negativi 
non soddisranoo alla proposta , c che i positivi tutti vi soddisfanno , c però le 
quattro radici della proposta saranno 2, 3 , 4 i 5 . 

2." Si prenda la equazione 

. X*— Sa: - 4-1 4=0 > 

Sarà U=iz , 7 '=t 4 , , dei quali nnmeri i divisori sono 

12 
i 4 

i6 

Due soli divisori del i 4 > cioè 7 e — % godono delle necessarie condizioni ; sosti* 
luili però nella equazione non vi soddisfanno , ond* essa non ha radice alcuna 
che sia razionale. 


f, 2, 3 , 4 , 6, 12. 

I, 2, 7, 14. 

I, 2, 4 , 8, 16. 


CAPO XII. 


DEL MODO DI TBOTARE I DITISOBI BAZIONALI DEL SECONDO OBADO DELLE 
EQUAZIONI, E del HODO DI ESTBABBE DBA RADICE QUALUNQUE DAL 

BINOMIO a4*V^- 


212. II metodo finora esposto a fino di poter conoscere le radici razionali 
delle equazioni , vicn detto altresì metodo dei divisori razionali del primo 
grado , in questo senso cioè , che conoscendo una radice razionale A intera 0 
fratta di una data equazione , il primo suo membro può dividersi pel fattore di 
primo grado x — a. 

Allorché una equazione numerica è stata liberala da tutti i divisori razionali 
di primo grado , la risultante equazione non contiene che radici reali irraziona- 
li , ovvero radici immaginarie ; ma però si comprende agevolmente che i fattori 
di primo grado corrispondenti a siflalle radici possono benissimo col combinarti 
a due a due produrre fatturi razionali del secondo grado. Infatti noi abbiamo 

(j— Vàj(x+V3]=x«-3, 

(x— 1+ V— 3 ;(x— I — V— 5 }=x’— 2x-f 6 , 

ed in generale ( 1 go) 

(x — — V ){x-u-\-v\j — I )=(x — 

Dal ditto conseguila che, sapendo noi in una data equazione trovare i fattori 
razionali del secondo grado, meticndoli uguali a zero, potremo sempre dedaroa 
delle radici dilla equazicnc proposta. 
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Sia pertanto X=o nna equazione liberala già dai suoi divisori razionali 
del primo grado ; cd inoltre con rapj>rcsenlisi uno qualunque dei 

divisori razionali del secondo grado di X. Si divida X per x'‘-\-px-{-q , si gin* 
gnerà ad un residuo della forma Mx-^N , il quale dovrà essere =o indipen- 
dentemente dal valore di x , perchè la divisione si faccia esattamente. Avremo 
perciò le due equazioni 

A/=o , ed N=o 

date per />, e 7 , c se da esse si eliminerà otterrassi nna equazione in p. Cer- 
chiasi le radici razionali di questa equazione , e se prese per^ ci daranno un va- 
lore razionale anche per q , ne risulteranno altrettanti fattori razionali della 
proposta. 

Sia data per esempio la equazione 

Si divida il primo membro per x'-\‘px-\-q , si giugnerà al residao 
(io-f- 2 /»y— /)3-f-3/))x+y’ — p*q-\-^q—6. 

! 

Questo residao, quante volle il trinomio essere no esalto 

divisore del primo membro della proposta , dovrà mettersi =o , indipendente- 
mente però da qualunque valore particolare di x ; avremo quindi separatamente 

pi — 2 pq — 3/>— 10=0 , q* — 6=50 , 

dalle quali equazioni eliminando q , si otterrà (i5i) 

p6 — 6/»4-|-33/>’— 100=0. 

Ora le radici razionali di questa equazione sono 2 e — 2 , i qnali valori sostituiti 
soccessivamcnle nella equazione 


p^—zpq — 3 ^— 10=0 

in luogo di p , ci danno 2 , e ^=3. Dunque la proposta equazione ha i 
due divisori razionali 

X’+2® — 2 , X*—2X-^3 , 
i qnali messi ugnali a zero , ci daranno 

— i + V^. — I— V3*. i + V^ f 1— 

per le. quattro radici della medesima equazione. 

Da questo solo esempio potrà facilmente argomentarsi essere siffatto melo- 
de , facile in teoria , complicalo assai nella pratica. 

2i3. Prima di passar oltre alla ricerca delle radici irrazionali delle equa- 
zioni nnmeriche ci conviene in questo luogo soddisfare a qoanto fu prometao nel 
iiamero aoi. 

mi. 25 
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Propcpgati tl binMDÌo 

o-J" • 

dal quale si voglia estrarre la radice Sia primieramente ot no Damerò di- 
spari , la cercata radice , allorché è possibile , sarà della forma 

(®+Vy)V*: 

rafani qualunque altra forma si assuma , innalzata alla potenza •m""“ conterrà 
più di un radicale, e perciò non potrà essere uguale ad a-f- \6. Ponendo danqne 

j/ o+-V*®=(*+Vy)^^. 

avremo , , 

a+ \6 =(*+ Vy)" * • 

doode, sviluppando in serie (*+ Vy)" * 

, m(m — i) . — a)(m— 3) , . , . , 

a + V^*(*- + -4—^ 

, — a) , , . 

+àVy('»*"“'+ ili *"-*y+ )• 

Debbono pertanto essere ngnali fra loro separatamente le quantità razionali e la 
irrazionali ; adunque avremo 

Vfat Vy(„:.-+ ) OT. 

Quindi apparisce dover essere ancora 

y/ a—\j6=‘(x^\/!f)^k. 

Imperocché elevando questa equazione alla potenza ricavansi le medesima 
formole (0 • (X'h P®**® ““i 

m m 

^ fl+V^ X V^*=(*+VyX*— Vy)V** * 

ovvera « »_ 

Va»— /—(*•— y)y**. 
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/a ' — A ... 

darai 8Ì lia ^ ==i’ — y\ onde accio la qaantilà x*—y sia raiionrlc , 

perchè cioè il binomio a-\-\/b abbia ona radice della forma (•11+ Vy)V^ ’ 

fa d' uopo che ■ sia uua polcoza m""' . Delerraiuaado dunque k' in modo 

che soddisfaccia a questa condizione (ciocché è sempre possibile, perchè ove altro 
Talore non si trovasse , potrebbe prendersi k'={a' — , ovvero k*>=« 

a * — 6 

^a* — 6)—*+') , e quindi ponendo =c” ; sarà c==x' — y , e perciò 

y=sA*—^e. Questo valore sostituito nella equazione (^) , ci darà 


,=a(..4.2&!z:I),. 


•(*•-«)+ 

«j(m— 0(ui — 2)(w — 5) 


2.34 


ix’^(x>— c)*+ . 


Le radici razionali di questa equazione , se por ne ha , ci daranno il valore di 
T, dal quale si dedurrà il corrispondente di y mediante la equazione y=s^r*— c, 

m 

e qaìadi la cercata radice (x+\/y) yA. Innalzando onesta radice alla potenza 
e paragonandola con la proposta o-j- \/A, si vedrà quale dei due segni + 
0 — si debba premiere. SiOatla avvertenza c necessaria ; poiché le formole ge- 
nerali nelle applicazioni ni casi particolari danno il segno dei valori di a; e di y, 
ma però lasciano incerto il segno del radicale \Jy. 

Vogliasi per esempio estrarre la radice cubica dal binomio i-l Y21. 

Comparandolo con a-1- \/ò , avremo a=i , \lb=i e ^ 

A A . t 28 I 9 «•— A 8. , 27 

donde a’ — As=i — — , e per consegnenza — - — =— • — p,cb* 

2y 2y K I 2y A* 

sarà on cubo ove si prenda i ; in questa sapposizione sarà ■ — — , e quin- 

I . 

di S-. Sostituendo questi valori nella equazione ((("), otterremo i=x 3 + 

• 4 - 3 a(x’-|- j ovvero — 1=0 1 la quale posto ar» — ,si 

ó 2 

trasforma nella seguente — 2so. Ora questa trasformata contiene nna 

soia radice razionale =i ; dunque la equazione 

radice razionale = Sarà perciò x= — ed v= -^ + ■ 4 -==-^ = ^» • 
2j I 2*'4 o 12 36 

b cercata radice = (ale cioè quale fu accennala sogra (201). 

Debba iu secondo luogo entrarsi la radica cubica dal binomio immaginario 


100 


a* bi» 


— S+ ■ — \/— 3. Avremo a \ — 1 3 , — V— 3 , A — 

. 9,00 343 0 --A 343 .9 , . 27 7» 

“ 9 + — = 7^ • “7T- = perfellora gjpren- 

deade A=i , nel qual caso sarà cs= Sostituendo questi valori, la eqna- 
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done (^") diventerà — 3 =x*-f- 3 i(x*— , la qnale riJncesi alla segnen* 

le 4 -i’“- 7 J^+ 3 =o : questa poi , facendo as= — , si trasforma in x'J— 7a'4* 

+6=0, le cui radici sono tulle- razionali, cioè 1,2, —3 ; adunque an* 
cora la equazione — 7 x+3=q avrà tutte le sue radici razionali ed uguali 

ad — , I , —, Ora ad x= — corrisponde y= = — — , per 

. . 2 .42 3 4 .^ 9 ** 7 

x=i risulta y=i ^ ^ , e per x=— — si ha y=s -i — -^ = 

I d 0 2 j 

=— Adunque il binomio proposto avrà le tre radici cubiche 


T-tV=3-'+T'^’-T + T'^' 

delle quali solo la' seconda fu accennata nel citalo numero 201. 

Abbiamo supposto sopra il numero m dispari; supponiamolo ora pari edaszn. 


3 


sarà a+V^ forma (V^+Vy)V^ i poiché elevando questa quantità 
alla potenza 2n , essa non conterrà che un solo radicale V^* ^ofotli ponendo 


^0 + *=( V^+ Vy) V* . 


otterremo 

n+ yòxzkfx" + ^ x"~'y-{- 


, 2n(2«— iX2«— g)f2W— 3 ) 

* oxx y i 


2:04 


)+ 


+k\/xtf{2nx^' + ^ *""*y+ • • • ) > 

2*0 


« quindi 


,, , 2n(an — i) , zufzn — lYew— 2)(2n — 3 ) , , 

r;=à{x- + — i- i X— y + y +-)-(C"'). 


\'i—k \/ày(2nx*”‘ + 


2a(2u— i)(a« — a) 
2. a 


x->y+ (C-). 


Avremo dunque j/ o+V^xj/ a-\/i=(V^+VyXV*-Vy)V*’ . 
^ — s=ax — y, e quindi acciò x ed y sicno razionali , converrà che sia 


ossia 
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— 77 - ana ptenza 2 n“"* ; ondo una condiziono necessaria si è che o*— 4 sia 

^ « • 

nn quadrato , perchè tanto k' che la frazione — r— è nn quadrato. Posto ciò , 

fl * — ^ ... 

•i cerchi per k un numero tale, che — diventi nna potenza c’” ( e ciò sarà 

sempre possibile, perchè si può prendere k in modo che sia à’=(a’ — A)"+‘ , ov- 
scro A^=(a’ — ^)— "+' ), avremo c=x — y, ossia y=a—c, e sostituendo questo 
valore nella equazione , otterremo la seguente altra 


,, , an{2n — i) , , , 

i j:"-* (r — e)-}- 


le radici razionali della quale ci daranno i valori cercati di x. 

Vogliasi per esempio la radice quarta del binomio i4-{~SV^ '■> avremo 

a=i4, V^=V*92 > ^= 192 » — 4=4, che è un quadrato. Ora 

per rendere ***** quarta potenza, prendiamo k=-~; sarà ^ = 

= i6=c4, cioè e= 2 . Per la qual cosa la equazione diventerà i4 = 

— — 2 )-|-(a: — 2 )*) , la quale riducesi ad x* — 2 X — 3=0 , che ci 

dà x=3. Ma ad x=3 corrisponde y=i ; sarà dunque 

« 


(V3+i)j/ . 


oTvero 


la cercala radice quarta del binomio i4-|-S\/3. 


V3+1 


C 4 P O Xlll. 

DKL MODO DI TBOVARE LE RADICI IRRAZIO^IAXI DELLE EQUAZIOIfl nUME.'IICHB. 


. '2i 4> Allorché una data equazione si è resi libera da tutti i divisori del 

primo grado corrispondenti alle sue radici razionali, la risaltante equazione non 
potrà contenere altre radici reali che le irrazionali. 

La vera forma delle radici reali irrazionali di nna equazione di un qualun- 
que grado , si rimarrà incognita tìnchè non si avranno dei metodi generali per 
risolvere le equazioni algebriche dei gratti superiori al quarto. Ma quantunque 
la determinazione della vera forma dclit! railici irrazionali sii un problema mai 
più risolato, vi hanno nondimeno dei melodi generali , per via dei quali può sem* 
ere il valore numerico di ciascuna lii esse tllencrsi cosi prossimo al vero, che 
rsrrore commesso sia di qualunque doJa qi<nul>la minore. 
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^'rupponiamo per ora che una sola radice reale irrazionale della proposta 
Tenga compresa tra dne numeri interi consccatiri ; in appresso considereremo al- 
tresì il caso, in coi tra due numeri interi consecutivi si comprendono più radici. 

215. Avendo determinato (178) il limite superiore delle radici positive , e 
quello ancora delle radici negative di una data equazione , si troverà la parte 
intera di ciascuna delle sue radici irrazionali sostituendo nella equazione mede» 
sima in luogo di x la serie naturale dei numeri 0,1, a, 3 , ...0 — i,— a, 
— 3 , . . • compresi tra i saccennati limiti. Infatti tra due numeri , che sostitniti 
in luogo della incognita in oda equazione danno risultamenti di contrarii segni , 
si comprende per lo meno una radice reale della medesima equazione (182) ; 
si rileva da ciò che ciascuna coppia di quei numeri che tra i suddetti danno ri? 
sul lati di segni contrarii comprenderà una radice reale , ed in virtù della sup- 
posizione già fatta (21 4 ) non ne comprenderà più di una. In tal guisa la parta 
intera di una qualunque delle radici irrazionali della equazione sarà il più pie- 
colo dei due numeri che la comprendono. 

216. Propongasi ora la equazione 

-f Car"-*-f . . . ^Ts=a , 

nella quale le radici irrazionali suppongansi avere le parli intere tutte fra loro 
dilTerenti. Dinotando con a ed o-f-> numeri consecutivi tra i quali si com- 
prende una qualunque delle radici medesime , esprimerà a la parte intera di 
questa. Per ottenere poi la parte minore della nnità , facciamo nella proposta 

x=0-| , avremo la trasformata 

y 

-^y" +^y"'~‘+C’y""’+^'y"“’+ • • • +i=o, 

nella quale 

or -|- 7 , 

i5'a= . . . -}-5, , 

tei' 

2 9 

/PsB -f (?. 


Infatti facendo nella equazione proposta x=ea-\-u, si otterrà (lyA) la segnoote 


altra 




la quale , ove si ponga n= -y , si trasformerà in 
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. . . +1=0. 

Rappresentiamo per maggior semplicità con X=o la proposta , e con }'ssio la 
trasformala ; essendo questa trasformala del medesimo grado della proposta , 
tarò coosegnentemente il nnmero delle radici aguale in entrambe le C(|oazioiu. 

Or la relazione z=a+ — , la quale ci dà i valori di x dipendentemente da 

quelli di y , chiaramente ci fa vedere che siccome àra i valori di x uno solamente 
vien compreso tra a ed a+i , cosi ancora tra i valori reali di y uno sol.imente 
dovrà trovarsene più grande di i. Se dnnqne nella equazione y==o si sostilai- 
scano ad y i nnmeri interi i, 2, 3, ... si otterrà presto 0 tardi una variazione 
di segno che verrà prodotta da quei due numeri tra i quali comprendasi il valore 
di y maggiore di i . 

Uicansi b e d+ 1 questi numeri ; ponendo nella F=o , y—b-f- ne ri» 

salterà una nuova trasformata F|B0 , la quale fra le sne radici reali ne con- 
terrà nna solamente maggiore di 1 . 

Sieoo e e e+i quei due tra i numeri interi i , 2,3 ,... che compren- 
dono questo valore di y, maggiore di i , e che per conseguenza sostituiti nella 

Fi=o in luogo di y, producono nna variazione di segno ; facendo y,~c+ — 

nella F,ao , si otterrà una terza trasformata Fa=:o , la quale avrà pure una 
sola radice più grande di i. Si chiamino d e cf+i i dne numeri che la com- 
prendono ; ponendo nella Fa*sso , ya=rf+ — , sarà agevole protrarre siffatta 
seri.» di trasformazioni finché si vorrà. Posto ciò , poiché 


* . . 1 . * , . * 

**=s<z-| — , y=o-| — , — > ya==<H* “* » 

y y. y« y* 


le espressioni 


, 1 oi+i 

T ~ ~ir 




I 




rtAc+o+e 
de+i ’ 


0+ 




abed-\-ai-\-a /+gt/+ 1 
bed-^-i-^d 


et. et. 
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convergeranno sempre più verso il vero valore della radice cercata, in modo però 
che la prima sarà minore della radice , la seconda maggiore , la terza di nuovo 
minore , e cosi di seguilo ; cosicché il valore cercato cadrà tra due frazioni con* 
secntive. 

317. Applichiamo ora il metodo già esposto alla equazione 
— 5x — 3=0 . . . (i). 

il limite supcriore delle radici positive di essa ò -{-3 , c — 2 è il limite superiore 
delle radici negative (i 78). Sostituendo pertanto successivamente io luogo di x nella 
proposta i numeri 

— 2 , — I , 0 , -J-> » +2 * +3 ) 
si ottengono i seguenti risultati 


“i » +i * ”3 , — 7 , —5 , -f-g , 


i quali mostrano che la equazione ha le sue tre radici reali , una positiva com- 
presa fra 2 e 3 , e due negative comprese rispettivamente fra 0 e — i , fra — i 
c — 2 ; sarà quindi 2 la parte intera della prima radice , la parte intera della 
seconda sarà nulla , e — 1 sarà quella della terza. 

l'er trovare la parte più piccola della unità della prima radice , pongan 


nella equazione(i)xss2-| — avremo (216) un'altra equazione che avrà la for- 

y 

ma seguente 


«ella quale 

(2)3— 5(2)-3=— 5 { 
^'=3(2)*-5 . . . =-f7 . 
C"=3(2) =-f6 , 


=+i. 


Laonde sostituendo e mutando i segni , risulterà 

7 it*— 1=0 ■ • • • (2)- 

Facendo in questa successivamente y= i ,2,3,... otterremo rispettiva- 
mente — 9, —I, -|-53, .... donde si scorge che il valore cercato di y « eon:« 
preso fra 2 e 3. - ^ 

Mettendo ora nella equazione (2) y=2-f- — , atremo la trasformata 

y* 

^'y,+B'y.+C"y,+D"=:o. 

■ella quale 

yf'=s 5(2)’— 7(2)’ — 6(2) — 1 =— I , 

£"=i5(2)* — >4(2) — 6. • • =+26, 

C"s=s|5(2) — 7 =-j-23 , 

L"= 5 =+ 5 ; 
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t qaiodi , loslitaendo e (notando i k^ì , 

y|— 26 y|— a3y.— 5*0 . : . (3). s 
Ora icrireiido qnesia equazione nel modo segncnte 
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y.’(y.— 26)— a 3 y,— 5=0 , 


B Tede chiaro che toslifoendo in essa in luogo di y, i nnmerì 1,9,3,... fino 
a a 6 , il rianltato sarà sempre negativo ; facendo poi successivamente y, ~a 6 , 
27 , ... si ottiene — -6o3 , +io3 , . . . ; dunque il cercato valore diy, viea 
compreso fra 26 e 37 . 

Facendo quindi nella equazione (3)y,=ra6*{- — , la nuova trasformata 
sarà della forma 


nella quale 


^«yl+^'y;+C’"ya+^"=o , 

^"= (26)3— 26 ( 26 )’— a3(a6)-5—6o3, 
^«=3(a6)*— 5a(a6) — a3 . . . =+653, 
C»''=3(a6) —26 =+ 5z , 

-+ 


e quindi , sostituendo e mutando i segni , 


6o3y*— 653y*— Sayj— iBo . . . (4). 

n nrimo membro di questa equazione , facendo successivamente y^sl, 9 , . . . 
rìuucesi rispettivamente a — io3 , + 2107 , .... e perciò il Valore di ys mag> 

giore di I è compreso fra i , e a. Ponendo di nuovo 03 = 1 + — nella (4) , ■ 

yj » / ’ 

otterrà , dopo di avere eseguito l' intero calcolo , 


.. lo^J— 45iyJ— ii56y3— 6o3=o . ; . (5). 

Questa equazione fa conoscere il valore di ys maggiore di t essere compreso fra 
607 , cosicché, ove si volesse protrarre la operazione , farebbe d’ uopo mettere 

nella (5) yj= 6 + — . Ma fermandoci a considerare i riunitati già ottennli , 

• • . s 

avremo 1 seguenti valon sempre più convergenti verso il vero valore della cer- 
cata radice , cioè 

2 

T’ 


r»u. 



26 
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>+ 


•+ 





a+ 




Riducendo (62) in decimati la frazione « ha 2,igo86, il qoal nnmero non 


diOerlsoe dal rero valore della radice cercata neppore di on centomillesimo. 

Per ciò che riguarda i valori delle due radici negative della proposta equa- 
zione (i) , pongasi in essa — x in luogo di x , sarà la trasformata 


— 5 x-j- 3 =o ; 


le coi radici positive prese col segno — , esprimeranno le radici negative della 
proposta. Ora istituendo su questa trasformata operazioni analoghe alle pre- 
cedenti , per la radice compresa fra o e 1 si troverà o, 63662 , e per l' altra 
compresa fra i c 2 si otterrà i , 83424 * Adunque per le tre radici della propo- 
sta equazione 

»*— 5 * — 3=0 

* avremo prossimamente 


xe* 2 , 49 o 86 , a=s—. 0 , 65662 , x= — 1,83424. 

2 18. Questo metodo , come ognun vede , suppone non avere la proposta 
equazione che una sola radice compresa fra i due miracri interi consecutivi a ed 
**t*t j infatti per ciò è solamente che può asserirsi ciascuna delle trasformate 
avere una sola radice più grande di i , e cooseguentcmcntc che la sostituzione 
dei nnmeri i , 2 , 3 , . . . in lungo di^ , j', , , ^3 , . , . nelle trasformale 

medesime produca presto 0 lardi una variazione di segno. 

Supponiamo ora che tra i due nnmeri a ed a-|-i vengano comprese due 

sole radici della proposta ; ponendo in essa xsssa-{- — , la trasformata che quin- 
di si dedurrà , avrà due radici solamente maggiori di i. Or sostituendo iu que- 
sta tr;isformala ad jr la serie dei tmmeri i , 2 , 3, . . . , nel solo caso che si ab- 
biano due variazioni di segno potranno le succ’uiihle radici col metodo esposto 
sopra (216] determinarsi ; poiché s.ip|Oslo che p e/i-l-i , y e sicno i uo- 
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meri chj proJ acono siffatte Tariazioni di segno , ponendo nella trasformata in 

luogo di y prima p-\- — e poi ~ ^ ottengono due nuore trasformate, delle 

qoali ciascuna avrà nna sola radice più grande di i j e quindi operando sepa- 
ratamente su di esse come nei numeri precedenti , si avranno per determinate i 
valori delle due radici della proposta , espressioni della segnente forma 


P P 


fl+ 


/>+ -p 


app'+a+pf 

1 pp'+i • 


fl+ 


P+ 


appp"-\-ap-^ap"-f-p'p"’^ t 

PP‘P"+P+^' 


p'+y 


ec. 


> =2±i 
? 9 


<» + 


9+ 7 


<»+ 


f+ 




99‘f+9+f 


9“+ 


ee. 


Ho detto che sostituendo nella trasformata , la qnale si ha dal mettere nella pro- 
posta x=a-(- — • i numeri i , 2, 3, . . . , nel solo caso in coi si abbiano due 

variazioni di segno potranno col metodo esposto sopra determinarsi entrambe le 
radici della proposta comprese fra a ed a-|-i. Nella supposizione che dò non 
avesse luogo , il metodo cadrebbe in difetto, e per ottenere la completa sepam- 
sioue delle radici farebbe d' uopo ricorrere ad altre trasformazioni. Vedremo in 
seguilo in qual modo convenga adoperarci in siffatte circostanze. 

a 19. Le radici irrazionali delle equazioni possono determinarsi con nn al^ 
tro metodo, del quale andiamo debitori al celebre Newton. Questo metodo ge- 
neralmente parlando ha il vantaggio di presentarci approssimazioni mollo più 
rapide di quelle che si ottengono col metodo già esposto nei numeri precedenti, 
c sba tulle si deve al signor Lagrange. 
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Per areme una prima idea , rìprendiàmo la eqaaxioiw 
X*— - 5 *— 3 s»o f 

e proponiamoci di deierminame la radice compresa Tra 3 e 3 . A fine di maggior- 
mente anricinare fra loro i limili di qoesla radice , mettiamo nella proposta 
xssa , 5 , otierremo -f-o < izS. D'altronde ponendo nella medesima xsas si 
ha —5 ; adnnqne la radice sarà compresa fra 2 e 2 , 5 . Ora ciocché risalta dal 
mettere nella proposta xs 2,5 non differisce tanto dal zero qoanto dò che ri- 
solta dal Boslilaire 2 in laogo di x ; laonde la cercala radice è più prossima a 
3,5 che a 2. Ponendo pertanto nella equazione x=2 , 4 si trora — i, 176 : ma 
xsb 2,5 dà -^0 , 125 ; adnnqne la radice é compresa fra 2,4 e 2,5. 

Contioaando in tal guisa è chiaro che i dae limili della radice sempre più 
li arvidneranno fra loro. Ma allorché si è ottenuto , come nel nt»tro caso , il 
valore della radice differente dal vero per meno di 0 , 1 , potremo con la mas* 
sima rapidità accoslard a questo vero valore nel seguente modo , nel quale ^n< 
aiste prindpalmente il metodo del Newton. 

Facdamo nella proposta x=aa, 4 +« ^ avremo (174) la trasformata 


in coi 

(a, 4 )»- 5 (a, 4 )- 3 =-. 1,176 , 
^=3(2,4)*— 5 . . . . =4-12,28, 


C’esca, 4) ■»+ 7 .» , 

donde si ricaverà 




Ciò posto , poiché una delle tre radici di questa equazione deve essere mi- 
nore di O, 1 , ciocché si fa chiaro dalla relazione x= 2 , 4 -^u , il corrispondente 
valore di u* sarà minore di 0, 01, e quello di minore di o, 001 : d'altronde 

C I C' I 

le quantità sono minori di i ; adunque la quantità ■s'‘à 

certamente minore di 0 , 01. Laonde , trascurando questa quantità minore di 

0, 01, potrà mettersi w= — -rj . Wa 


yf 1,176 

1 ? “ 12,28 


=0,09 . . . . 


sarà quindi uso, 09 ... e per conseguenza si otterrà t= 2 , 4 -|*o> 09=^>49 
differente dal vero valore per quasi 0, 01. Infatti nel primo membro della pro- 
posta facendo X9=3,49 avremo— 0,01 1751 mentre per x=2,5o liba -{-o,i 25 . 
Pongasi ora nella proposta x= 2 , 494 ~«> > Irasrormata sarà 
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lulla qaale 

jf'wm (2,49)*— 5(a,49)— 3 ««— 0,011751, 

J!"=3(a,49 )* — 5 .... bs-}-i 3 , 6 oo 3 , 

C"=3(2,49) =+ 7,47, 

donde si dedurrà 

“•=“ pr — ^ “i" p» “I* 

Ore UDO dei valori di u, è minore di 0, 01, per conseguenza i valori corrispon- 
denti di t/| e t/| saranno minori di 0, 0001 e 0, 000001 ; d’altronde le quan- 

C*i I 

^1* TTi > UH >0»» minori della nnità ; potrà dunque, trascurando la quantità 
f^ii 0" j tS" 

»! minore di 0,0001, porsi ^ . Ma 


jf' 0,011751 

B" i 3 , 6 oo 3 


=0,0008 . . . 


sarà perciò u, =0,0008 . . . , e conseguentemente à avràa:B=2, 49-|-o,ooo8=s 
=2,4908 diiferente dal vero valore per meno di 0,0001. E agevole inralli il 
convincersene , perchè sostituendo nella proposta in luogo di x successi vainoli te 
i numeri 2,4900, 2,4909 , i risultati che si ottengono sono affetti da segni cou- 
trarii. 

Ove di nuovo si ponesse raa2,49o84*»9 nella proposta equazione, si giu- 
gnerebbe ad avere un valore di x , il quale non differirebbe dal vero che per 
0,00000001 a un dipresso. 

220. Vediamo ora generalmente in qual maniera debba praticarsi il me* 
lodo del Newton. Sieoo a ed a-{-> ■ numeri consecutivi tra 1 quali compren- 
desi il vero valore di nna delle radici irrazionali della equazione proposta, sosti* 
tuendo in questa nna serie di numeri compresi fra a e a-f-i , se ne troverà to- 
sto uro differente per meno di 0,1 dai vero valore della cercata radice. 

Giiamando z' questo numero , e facendo x^x'-^ nella proposta , si ot- 
terrà la trasformata 


da coi si dedurrà 


A'+B'u+au*+ . . . *f f.- 

— *7=^ tt**— . . 


Bf 




Nel secondo membro di questa equazione la R>mma dei termini che vengono 
dopo il primo termine — , generalmente parlando, è minore di o, 01 ; tra- 

scurando dunque questa quantità minore di o, 01, avremo usa — ^ . Questo 

valore calcolato lino ai centesimi inelosivamente , e aggiunto a quello di a/, d 
darà un secondo valore della radice differente dal vero per meno di 0,01. 

Giiamisi z" questo secondo valore , e nella proposta pongasi z=x"-f*tfi , 
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lì avrà la Irai/ormata 




dalla quale à olterrà 

«,cas— 


A'* 




C“ i 

Trascurando la somma dei termini -s;; «I » ••• 1 ® ipoleii 

XP' iy* yftì 

minore di o. 0001, calcolando inoltre il termine — ~ Cno ai diecimillesimi in- 

b" 


elusivamente, e aggin^endo il risultalo ad x", si dedurrà un terzo valore della 
radice che dal vero ilifTcrirà per meno di 0,0001. 

Dicasi af" questo terzo valore , e facciasi nella proposta ; nel 

A"' 

calcolare la espressione — che da tale trasformazione risalta, protraggasi 


la operazione fino alla ottava cifra decimale inclusivamente , qoindi aggiongasi 
il risultato ad x“‘\ si otterrà un quarto valore della cercata radice dal vero diffe- 
rente per meno di o, 00000001 ; e cosi di seguilo. 

Siffatta serie di oj>ernzioni dovrà ripetersi per ciascuna delle radici positive; 
per ciò che riguarda le radici negative , la Ijro ricerca si farà dipendere da 
quella delle pusilive , susliluemlo nella proposta — x ad x (217). 

9.9. Il iiielodo già esposto Intlo si tonda nella supposizione che nella equa- 
zione Iraslurmata 


A 

h‘ 


a 



po.sa trascurarsi la somma dei termini affetti dalle potenze u', . . . , b" senza 
sensibile errore sopra i cenlci'mi ; che nell’altra 




A» 




f/,- 


possa trasenrarsi la somma dei termini che contengono le potenze b*, . . . , 
senza errore sensibile sopra i diecimillesimi ; e così di seguilo. Or questo me- 
todo cade alcuna volta in difetto, come lo ha dimostrato il signor Lagrange nel 
son trallalo della risoluzione delle e^tazioni numeriche. Vi ha però un 
mezzo per assicurarsi infine di ciascuna operazione se mai siasi ottenuto quel 
grado ai approssimazione che si credeva dovere aver luogo. Ad esempio, per co- 
uosccrc se veramente 2.^908 esprima il valore della radice positiva della equa- 
zione x^— 5 x — 3 a=o diflcrentc dal vero per meno di 0,0001 , pongasi in que- 
sta equazione in luogo di x prima 2, dqoo, e poi 2, 4909 ovvero 2, 4907, *e- 
condo che il risultalo della sostituzione di a, 4908 riesce contrario di segno al 
risultato della sostituzione di 3 ovvero di 2 ; se 1 due numeri 2,4908 c 2,4909, 
ovvero 2,4908 e 2,4907 danno risultali di segni contrarii , non si potrà iu ve- 
runa guisa dubitare che sìa 2,4908 un valore della radice dal vero dilTcfcnls 
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per meno di o,ooot ; ove poi arrenga il contrario , bisognerà anmenlare o di- 
minoire la cifra nltima di una o di piò uoità deli' ordine dei diecimillesimi fino 
ad ottenere due numeri che sostituiti come sopra nella equazione diano risultati 
di segni contrarii. 

222. Vi hanno dei casi in coi fa d’ nopo calcolare la quantità — ^ fino ai 

millesimi , ed alcuna volta anche fino ai diecimillesimi. Si abbia per esemf>io la 
seguente equazione 

* 3 — 6x— 7=so , 

la quale ha nna radice reale positiva compresa fra 2,9 e 3 ; faccudo quindi iu 
essa zssa,g4-'i 1 si otterrà la trasformata 

nella quale 

(2.9)’— 6(2,9)— 7=— 0,011 . 

^== 3 ( 2 , 9 )*— G .... =+19,23, 

C'=3(2,9) =+ 8,7. 

Trascurando i termini afletti dalle potenze r<*, u’, si avrà 

A' 0,011 II 

19,23 19280 " 

Ora riduccndo la frazione ordinaria ■ in frazione decimale , le tre prime ci- 
fre di questa saranno altrettanti zeri, e la quarta cifra sarà S; si avrà quindi, tra- 
scuraodo le altre cifre seguenti, t.=o, ooo 5 , e per conseguenza 2=2, 9000. 
Posto ciò, pongasi nella proposta x=2, 9000; si troverà — 0, ooi 38 ; 
questo risultato è di segno contrario all' altro che si ottiene facendo x —3 , c 
però (221) sostituiscasi nella proposta 2, 900G ad x ; si avrà +0, oooG^ di 
segno contrario a — o , 001 31 $. Adunque rappresenterà 2,9008 il valore della 
succennata radice dal vero dilTercnte per meno di o, 0001. 

223 . Quantunque volte , sostituendo nella equazione proposi.! in luogo 
della incognita i numeri interi consecutivi compresi Ira il limile superiore delle 
radici positive , ed il limilo superiore delle radici negative , risultano tante va- , 
riaziom di segno quante unità si contengono ud grado della equazione; è chiaro 
che la medesima ha tulle le sue radici reali, le cui parli intere sudo tutte differenti 
fra loro. Ma allorché il nnmero delle variazioni di segno risulta minore del grado 
della proposta, le radici di lei sono parte reali c parte immagioaric, ovvero latto 
reali, ma però parcccliie di esse comprese fra due numeri interi consecutivi. Infatti 

ti è dimostralo già sopra (182) che due quantità , le quali sostituite nel primo 
inembru di una equazione danno risultati di segni contrari! , possono compren- 
dere un numero dispari qualunque di radici reali, c che due quantità , le quali 
danno rfsuliali del medesimo segno ne possono comprendere un numero pari 
qualunque. Cusi per esempio, se una equazione contenesse fra le sue radici le due 
segiieuli Y^2, c y 3 lo quali sono com-.rese fr.n i e 2; sostituendo successi va meato 
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I • 2 oella proposta si otterrebbero risaltati del medesimo segno. Similmaate sa 

on' altra equazione avesse per radici le tre qoantità ^ 1 1 , \/ 13 , \/iT com- 
prese fra 3 e 4 i questi nameri sostituiti nella equazione darebbero risaltati di 
segni oontrarii. Si vede adunque che il metodo di sostituire nella proposta i nu- 
meri interi copsecotivi compresi fra il limile superiore delle radici positive e il li- 
mite superiore delle radici negative sarebbe in tal caso ìnsalBcieute per farei ve- 
nire in cognizione del numero delle radici reali della medesima, e cne andrebbe 
incontro all' inconveniente di lasciarne sfuggire alcuna. Questo inconveniente 
però cesserebbe , ove potesse determinarsi da principio una quantità S minore 
della più piccola diOerenza che passa tra due qualsivoglia radici reali della pro- 
posta. Poiché sia posta la quantità S per distanza fra due sostituzioni successi- 
ve ; è chiaro che i due numeri i quali avrebbero per differenza S , e che , fatta 
la sostitaziooe , darebbero risullamenti di contrarii segni , non comprendereb- 
bero più che una radice , laddove se dessero risultati del medesimo segno non 
ne comprenderebbero alcuna. Così il numero delle radici reali della equazione si 
troverebbe aguale al numero delle variazioni di segno ottenute per mezzo della 
sostituzione. Si vede pertanto che il lutto ridneesi a trovare qnal sia la minima 
Ira le differenze delle radici reali della data equazione , ovvero solamente a co- 
noscere nn limite al di sotto del quale essa non potrebbe cadere. 

324* Proposta perciò la equazione 

X- +j3r-'+Bx’>-'+Cx^>+Dx-‘-<i- . . . =0 , 

cerchiamone un’ altra , nella quale la incognita sr sia tignale alle differenze Ira 
le radici della proposta. Sicno a, fi, y, S, . . , le radici della rqnaziooe data ; 
i valori di u saranno a— fi, a. — y, « — 3, . . . fi — », fi — y, fi — 3, . . . y—t,, 
y — fi , y — 3 , . . . 3 — », 3 — fi, 3 — y, . . . i quali , come è chiaro , saranno 
i) di numero , e due qualunque di essi per esempio » — fi e fi — » saran- 
no uguali e di segni contrarli. Quindi conseguita che la equazione in u sarà pri- 
va di tutte le potenze dispari di u , dovendo essa rimanere la stessa se invece 
di u vi si pone — u ; facendo dunque m(m— i)=: 2 n , la cercata equazione sarà 
della forma 

ovvero della seguente altra 

y* + . • . «»o , 

ponendo cioè «'«y. 

Per determinare ì coeDScienti jf, B', O, If, ... di questa equazione , 
rappresentisi con la somma delle potenze delle radici della proposta; 
avremo ( 167 ) 

P ^—A, 

P{^)=—AP(')—BP—9C, 

' PW^,^APW—BP<'ì—CP-~ìD , 

cc 
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Inoltre si esprima con 1^') la somma delle potenze delle ràdici della tra* 
sformata, cioè la somma dei' binomii («—/S)*'’, (« — y)"’, («— J)”", . . . 
(/3 — ■y)*’' , (/S — 5 )*'' , . . . (7 — S)"’, ... e facilmente si vedrà che ‘il va- 
lore di conterrà primieramente le potenze delle radici della proposta 
equazione moltiplicale per m — i, perchè in tn — c binomii è compresa ciascnna 
di (juestc radici ; poi conterrà la somma dei termini della forma fi mol- 
tiplicati per — 2r ; quindi la somma dei termini della forma moltìpU- 

2r(2r— i) 

cali per — ; poi quella dei termini della forma moltiplicati 

per — '• ® seguilo. Laonde sarà 

2*s/ 

^0=(m-.i)/K-)_2r/>(*-- .O-f /)(«r-...) — . . . ± 

arfar — i)...(r-(-i) f. 

i o “ • t 

2.D.s.r a 

e sostituendo i valori di , ec. . . .(169) 

» 


p(')=(OT— !)/>(•'•)— ar A /»(•'-)+ • ± 

. ap(ar—i)...(r-{-!) ^ 

— a-d...r 2 

.. arfarwi) arfar — i)...(r+0 (*•*->)”■ . j 

Maap i ^ A-...+ ■■ ^ > ^ ^ «— i— -7Ì- + i=i;dan- 

a a.a. 3 ...r a ' 

qoe avremo 

ÌKO./H*'— )-L . . . ± 

, ar(ar — i)...(r+i) jPtO.iKO 

"♦* ' u • „ » 

— a.3...r a 

ove nell’ ultimo termine si deve prendere il se^no + se r è pari, ed il segno—; 
se rè dispari. Determinati i valori delle qnantità ^ • • • ■ 
coefficienti ff, 6’, If,... della trasformata saranno dati dalle segoenti 
fora ole 

Q 

^0— 3 C*, 

F0U. ** 2^ 
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Dai coefficienti donane della proposta sì dedorranno prìmieramente i Talorì di P, 
jP(>), PW, . , . ; poi da essi i salori di Q, e ds 

3 Desti CnaloieDte ì coefficienti C', D, . . , Qdì poi giova il rifletterà 

le la trasrormata sarà la medesima quantunque tutte le radici della proposta si 
accrescano o si diminuiscano della medesima quantità. Onde se dalla proposta 
toglierà il secondo termine (lyS) , la trasrormata sarà la medesima, ma però 
determineranno piò agevolmente i suoi coefficienti. Poiché allora si avrà y/sso, 
e quindi 

P =0, 


iKO=— 3C, 

A4)a«— BIK>ì—iD, 

€C* • • • ft 


Q 

/>(•) /KO 

/>( 0 ./>( 4)-20 ^ , 

ec 

A'^-Q, 

■ 2 * 

c 2 

n,_ 

U 

ec 

nsS.YoIendo fare lapplicazione di ciò che si è detto a qualche esempio par- 
ticolare 

1 Sia proposta la equazione 

x’ — 2x — 5=0 ; 

avremo »»=3, e quindi 2n=m(m — 1)=6, donde n=3. La trasformata in^ 
sarà dunque della seguente forma 


J^^'\-A'jr*-{-Sy-i- Cesso. 

Ora A=o, Sa — 2, C=a--5 ; sarà perciò i’=o, i’C’lssz^, />(’)=: 1 5, P(4)saBg, 
pCOsSo , PCOssgi j e quindi ^=i2 , 1^^0=072 , (pìss — 1497. Avremo 
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danqae jé '= — 12 , B'=s 36 , C'=643 ; c la cercata eqnazione sarà per con- 
•egaenia 

— 1 2^*-f-36/-|-643=o. 

2.° Si abbia la equazione 

a:* — Gx — 7=so , 

61 avra ni=s 3 ed »s 3 , e la frasronnata sarà pure della forma 


y 3 +A'y+B'y+C'=^. 

Ciò posto, A=o, B=—G , C — — y ; e quindi P—o , P(>)=!i2 , PWss!2i , 
P«)=72 , P(S)=2I0 , P(6)=579 ; dondfe si oltorranno Q=% , |^*)=648 , 
V” — 10287. ^ coefficienti dunque della trasformata saranno <<*=—36 , 
^=324 , C*=b 459 , e la trasformata medesima sarà 


36j''+3247+459=o. 
3 .’ Finalmente si abbia la eqnazione 

Sa:*— 6x— i=so. 

Scrivendola come segue 



avremo n =3 , A=o , P=_ _ , c=— -1 ; e quindi P=o , PCO* £ 
«)=| ^ 

renze io y sarà 

f) . . 81 Si 


64 ”^~ 2”^' ~ 8 64 

^ : e la equazione dei quadrati delle dilfe- 


V*— . 


ovvero 


/^■+ 76 ->^-(Ì 4 =°* 
64/* — 2S8/’+324/ — Bisso. 


*26. Ritornando ora alla determinazione delle radici irrazionali di una 
data equazione nel caso che pan cdiie di esse vengano comprese fra due numeri 
interi coiiseentivi , rapprceenlinnio con X=o la proposta in x , e con F=o la 
equazione ilei quadrali delle dilfcrcnze in/. Essendo il quadrato della dilferenza 
tra due radici reali qualunque della proposta sempre po>itivo , le radici po.ilive 
d dia J =0 csprimciaouo 1 quadrati delle dilferenze tra le sole radici reali della 
projio. !a A=o ; lati. love i enrdrati dello dillerenze Ira le radici imiiiagmarie , 
o tra una radice rral-* e ima rndlce immaginaria di questa. coiTÌ<poudernnrio alla 
radili 1: galne ed i" |ie ili q'iidi.i, i.iò | o-lo, è rliiaro elie. crreando il li- 

nufe iiiferiero clcile ladi-i j t jiliVi' di lla J’=o e da r l'o f..lraciido la railice qua- 
drala , SI oticrr.i lira i/'aolilj iifuonr di lói pu'i j iri'olu d'fh’r''nza Ira iliic r.io'ici 
r.ali ddia projo>la ; si avrà ncè la qnanlilà c, della qn.ie si è parlali- sopra. 
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Ora per ottenere il tnddetto limite, pongasi (178) nella Y—O ; ù 

avrà per siOatla sostilnzione una nnova trasformata Z=o. Sia / il limite sape* 

riore delle radici positive di Z=o; sarà il limite inferiore ddle radici posi* 

live di JK=o , e perciò esprimerà la cercata quantità d. 

Cercando il limite superiore t delle radici positive della equazione Z=o il 
più prossimo che Ga possibile , si troverà alcuna volta /< i ; sarà in tal caso 

^ , ovvero $>i ; cioè la differenza Ira doe radici reali qualunque della Xso 

sarà > I , e per conseguenza il numero delle sue radici reali agguaglierà il nu- 
mero delle variazioni di segno che erosi ottenuto prima per mezzo della sostila* 
none dei numeri interi coosecnUvi. 

Ma generalmente parlando si troverà />i , e quindi ^ovvero S<i. In 

questo caso , allorché il V 7 è irrazionale , converrà prendere invece di VI il nu* 

mero intero k immediatamente a lui superiore, e a più forte ragione sarà-^ mi* 

I ^ I 

nore della minima differenza tra le radici reali della proposta, poiché ~ 

Quindi sostituendo nella proposta X=o la serie dei numeri 0 , -7- , ^ . i, 
12 12 fi 

i-f- , i-|- -7- , 2, 2-|- —, 2-f- T-,". fino al limite superiore delle ra- 

dici positive, e 0, 1,_, ^ jp 

-**a— -j-, — 2 — , . . . Gno al limile superiore delle radici negative , si ot- 

terranno tante variazioni di segno quante radici reali ha la proposta. 

Ma la sostituzione dei numeri fratti nella proposta potrà pure evitarsi quan- 
tunque volle si faccia in essa xa -j-. Imperocché la equazione ^=0 che quin- 
di risulterà avendo le sue radici k volle piò grandi delle radici della proposta 
X^o , Saranno ancora le differenze tra due qualunque delle radici di quella, k 
volte più grandi delle corrispondenti differenze tra le radici di questa , in guisa 
che , se » — 19 esprima la più piccola delle differenze tra le radici reali della pro- 
posta , poiché «— 19> -p , si avrà àa— à/ 9 > i , cioè le differenze tra doe 

radici reali qualunque della nuova equazione V~q , saranno maggiori di 1. 
Adunque sostituendo nella medesima V =bo la serie naturale dei numeri 
0, I, 2, 3 , ... e — i, — 2, — 3 , . . . compresi Ira i due liroiG superiori , si 
otterranno nella serie dei risultati tante variazioni di segno , qirmle sono le sue 
radici reali. Delerminaodo quindi i valori di queste con i metodi conosciuti , si 

dedurranno quei delle radici reali della proposta mediante la relazione xbs . 

227. Applichiamo ora siffatta teoria agU esempi! seguenti. 

I •* Sia data in prime luogo la equazione 

6«-7«ao. 
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I limiti soperìorì delle radici potitÌTe e delle radici negaUve tono +3 e —2 ; e 
però ioalitaendo i oumeri 

+3, + 2 , + I, 0, —I, —a , 

ai avranno i rìsnitati 

4-2, -11,-12, —7, —2, —3 , 

dai quali rilevasi che 4*3 e 4*^ i ^1* namerì che producono due risaltali 
di segni contrarii. Potrà qniodi conclndersi che la proposta ha una sola radice 
reale e due immaginarie , ovvero che tutte e tre le radici sono reali , ma che le 
difierense tra le medesime radici considerale a dne a due sono minori di i. 

Ma per togliere qualunque incertezza , formisi la equazione dei quadraii 
delle differenze. Abbiamo sopra (zzS. 2 .°) trovalo siffatta equazione essere 

/*— 36y*4-3247+459»o , 


la quale , facendo y» — , gì trasforma in 


324 36 I 

TT" * ~ 7k~ *+ 7k“ 

459 459 459 

Ora questa trasformata polendo scriversi come segue 

‘ + 4T9 + 4s5'<3*“'>"' 


chiaro si vede che per s= , ovvero> si ottiene no risnltato positivo. Sarà 

dunque il limite / delle radici positive di questa trasformala minore di i , e per 

consegnenza sarà ^ ■ « io che indica essere le differenze tra le radici reali 

della proposta considerate a due a dne maggiori di 1 . Ma la sostituzione dei nu- 
meri interi nella proposta non produce che una sola variazione di segno ; avrà 
dunque essa una sola radice reale compresa fra 2 e 3. 

2 .° Abbiasi in secondo luogo la equazione 

Sj:^ — 6x— 1 = 0 , 


nella qnale i limiti soperiori delle radici positive e negative sono evidentemrnte 
4-1 0 — I. Facendo in essa successivamente x=9*|'‘ • —0 , =— i , si otten- 
gono i risnltamenti che seguono 4*t> — i, *— 3, nei quali si scorge* una sola va* 
nazione di segno. Ricorrendo perciò alla equazione dei quadrati delle differente 
formata sopra (a2S.3.°), la quale è 


64x^—2887*4-324/— 81=0 , 


poniamo /=: — ; avremo 


8 1 s*— 3 24 ^' 4-2 S8c— 64ssso . 
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<^acsUi IrasformaU può icrivoni ancora nel modo segnente 


8 ia*(s — 4 )+ 32 ( 9 *— 2)tas0 , 

per cui agcvolmcnle si diniosira essere 3 il limile supcriore delle sue radici posi- 
tive il più prossimo die si possa oUeucrc in numeri interi. Sarà dunque /=3 , 

-^ = -^,cd|^s=:i,e quindi sostituendo al V 3 il numero intero 2 imme- 

/ ó r • r 0 I 

dìatamente superiore , la frazione — sarà certamente minore della più piccola 
diflcrenza tra due radici reali qualunque della pro{X)sta ; e però facendo in que- 
sta equazione x= ~ , la nuova trasformata, ebe da siiTalta sostituzione risulte- 


rà , cioè 


z) 3 — 3 p— 1=0 , 


avrà le radici fra loro dilTerenli per quantità maggiori di i. Orai limiti superiori 
delle radici positivo e delle radici negative di questa trasformata sono -)-2 e — 2; 
d’ ullrondc, punendo odi 1 medesima successivamente 


»=+ 2 , +1, o, — I,— 2, 
i risullati (he quindi si ottengouo , cioè 

-|- 1, — 3 , —1, -|-i, — 3 , 

mostrano evidentemente aver essale Ire sue radici reali , la prima compresa fra 
I e 2 , la seconda fra 0 e — i , c la terza fra — i e —2. Adunque eziandio la 

proposta avrà le Ire sue radici reali , la prima compresa fra ed i , la se- 

1 I 2 

conda fra 0 e — — , e la terza finalmente fra e — 1 . 

2 2 


C A I» O XIV. 

DEL MODO DI TROVAIIE LE RADICI REALI ICIALI , E LE BADICI IMUACIVAHIS 
DELI E EJIL'AZIOM MUl Elcl.E. 


228. Fin qui abbiamo parlalo dello radici reali disuguali , diciamo ora al- 
cuna rosa delle uguali e dille immaginarie. 

Se una data r(|uazione (jualiinijuc A'=o ha radici reali ugnali , la equa- 
zione J =0 dei quadrati delle (Idfcrcnze sarà tante volti- divijibile per j, quante 
sono le combinazioni di due di lle suddetto radici iigiiali ; e quindi dalla forma 
della Irasfoiniata I =0 , potrà subito arginisi il miiiiero dello radici uguali 
della pro| osta A=o. Suppongasi jiorlniito die la A=o abbia r radici =.x ; 
iiio!ti|ilicandola j rima per la sirio degli oipcnei 'i di i aioi Icmini e poi d;vi- 
dtiiaJa per a.' , si olleiiù l. a nuova equazione A'=o, l.v quale arra r — i la- 
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dici =%. Infatti essendo (iQt) le radici della prima equazione limili delle radici 
della seconda, r— i radici di questa dovranno comprendersi fra ì limiti x ed », 

f )cr conseguenza saranno ==». Similmente se la equazione À'=o ha t radici 
a equazione A'=o avrà s — i radici ; ec. Cercando adunque il massimo 
comune divisore delle quantità X ed X' , questo conterrà i fattori uguali della 
proposta , ma elevali ad una potenza di nna unità minore. 

Sia II questo massimo comun divisore , e per X" si dinoti il quoziente della 
divisione di A per II ; la equazione A"=o conterrà tutte le radici medesime della 
proposta, ma le radici multiple di questa saranno diventate semplici nella X"=o, 
la quale perciò si potrà Irallarc con i metodi Onora esposti. 

Per rendere chiara siffatta teoria con un esempio , sia data la equazione 

X=xi — 1 oa' 5 -|- 3 Sj: 4 — I 55x*+ 22 lac* — 1 36=0 

proveniente dallo sviluppo di 


A=(z— i)5(af— 2)»(x».;-9)=o , 

la quale perciò avrà tre radici =i , due =2 , 0 le altre disuguali 3 0 —3 

Si moltiplichino tutti i suoi termini per gli esponenti della incognita, in guisa 
che ne nasca 1' altra equazione 

A*= 7 i® — 42x^+ooj4-|- 1 52X®— 45 jx* — i44=o ; 


avrà questa due radici = i , ed una =2. Cerchisi il massimo comune divisore A 
di A e di A' ; si troverà 

7 i=i’ — 4 a’-(- 5 x — 2 , 

il quale conterrà i fattori uguali della proposta , ma questi innalzali ad una po- 
tenza di una unità minore. Si dica A" il quoziente della divisione di A per ; 
sarà 

A''=x 4 — 3 x' 3 — 7 x*-f- 27 x— 18 , 
ed è chiaro che lo radici di. Ila equazione 

A"=x^ — 3 x^— 7 x’-[-272; — 18=0 

sono 1,2, 3 , — 3 , cioè qni lle medesime della proposta, se non che le multiple 
sono diventate semplici. 

229. Possono eziandio ottenersi due diverse equazioni, delle quali nna con- 
tenga le sole radici uguali d Ila proposta , c l'r.ltra le solo radici disuguali. In- 
fatti cercando il massim i cuiniin divisore di A' e di A" e trovatolo =/(* , dicasi 
A'" il quoziente della divisione di A" pe.- ; la equazione A"'=o conterrà le 
sole radici disiigu.ili della projiosta, e la i qiuazione //*=> le sole radici uguali e 
ciascuna di loro presa uua sola vul’a. Lo equazioni li'— a od A'"=o ammellono 
1 melodi esposti sopra. 

Nell’ esempio del niini 'ro piwcdeule cercai 'Io il massimo comune divisore Jf 
delie quantità A' ed A" , si Iroveià 
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e dividendo X" per i!*, ei otterrà il qaoxiente 


od è chiaro che lo radici di 
>000 I e s , e quelle di 


RassX * — 

X"W— 9=0 


sono 3 e —3 ; cioè la prima equazione contiene le sole radici ugnali , e la se- 
conda le sole disuguali della proposta. 

a3o. Dopo di aver trovalo tulle le radici reali tanto dnngnali che ugnali , 
se vediamo che il loro numero è minore del grado della equazione proposta a 
risolvere , ne concluderemo cheJe altre radici sono immaginarie. 
Rappresentiamo pertanto con 


Cz— »+ . . . 47’=o 


la proposta , c con a-\-byj — i una qualunque delle radici immaginarie della 
medesima. Sostituendo io essa in luogo di X , si avrà 


(a-Hà V— » r )““■+ 

+C(a-|-àV^r-*+ . • . +7’=o. 


Sviluppando , se chiamiamo M la somma dei termini reali , ed N\J — i quella 
dei termini immagioarii ; avremo 

— 1 = 0 , ovvero (i i9)y|tf=o , A'=»o. * 

Queste equazioni contengono le due quantità a , h combinale con i coefficienti 
A, B, C , . . . , T della proposta. Laonde ove si cerchino lutti i differenti si- 
stemi dei valori di a c di à , in numeri razionali ovvero irrazionali , atti a soddi- 

s'are insieme a quelle equazioni , soslilueniloli nella Torniola , oller- 

remo successi vainenle tutte le radici immagiuarie della proposta equazione. 

a3i. Ciò premesso, se esprimiamo con », p,y, ... le radici reali della pro- 
posta , e con a+dV — ' » a'+ifyj — i .... le immaginarie , le differenze 
Ira tolte queste radici prese a due a due saranno di quattro specie diverse. La 
prima sarà delle diilcreozc fra le radici reali , come 


^ , a— y ; 

la seconda delle differenze fra le radia immaginarie coniugate , come 

=aà'V'^ ; 
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la iena delle difierenxe fra dna radioe reale ed osa radice immaginaria , come 


«— (fl+dV"”») > » • • • • i 


e la qnarta delle differenze fra le radici immaginarie non coningaie , come 

o— a' 4-(i — d'jV-ri f a— a'— (i— iOV — * • • • • 

Ora è chiaro che i quadrati delle prime differenze sono nnmerì essenzialmente po> 
siliri ; i quadrati poi delle seconde sono — 4d’, — • . • quantità reali es- 
senzialmente negative ; finalmente i quadrali delle due ultime specie di differenze 
sono per lo più espressioni immaginarie. Quindi deduoesi che la equazione f=zo 
dei quadrali delle differenze ha , generalmente parlaudo , tante radici reali ne* 
gative , quanti sono i quadrati delle differenze tra due radici immaginarie con- 
iugale della proposta X=o- 

Sieno dunque — r , — r*, . . . questo radici negative dedotte o col me- 
todo delle radici razionati , o con quello delle irraaionali ; avremo , 


4^*=r, .... 

donde 

6=± - y/r, d'=± — Vr*, . . . 

2 2 


Per conoscere adesso i corrispondenti valori dì a, a', si sostituiscano 

i — V*" * i • in luogo di S successivamente nelle equazioni 

2 2 

Af=o,JVs=o stabilite nel numero precedente; esse (i 64) acquisteranno in ciascuna 
sostituzione un divisore comune in a, il quale poeto so, darà i valori di a, a',... 
Per verità questo metodo cade in diretto allorché qualcheduna delle radici reali 

reale di una qualche radice immaginaria della 


della proposta pareggia la parte 
medesima ; imperocché nel cas< 


iperocchè nel caso per esempio di etsaa , le due differenze 


*--(a+4 V— -i) , »— (a — ò\/ — i) rìduconsi a. — à y — i , 4 
quali i quadrati sono ugnali fra loro ed = — 4*. E ancora in difetto il metodo 
qnanlunque volle le due parti reali di due radici immaginarie non coniugale 
della proposta sono fra loro uguali ; iufalti so, per esempio, aaa', le differenze 


a— «'+(4— Z'jy — I , a — a' — (b~-bf)\J — i riduccndosi rispellivamentc a 

(4-4')V-J. -(4-4')V^ , avranno i quadrati ugnali fra loro , ed 
=«—(4^ — 4')*. la siffatte supposizioni dovrà dunque la equazione y=o dei qua- 
drati delle differenze coutenere un numero di radici negative maggiore del nu- 
mero dei quadrali delle differenze tra due radici immaginarie coniugate della 
proposta 4^=0. 

E però sempre possibile riconoscere se nna radice negativa -.—e della equa- 
zione dei quadrati delle differenze sia il quadrato della differenza Ira due radici 


immaginarie coniugate della proposta ; poidiè , sostituendo in luogo di 4 

nelle quantità il ei A , queste , nel saio che — n non esprimesse il quadrato 
A'e/.y. a8 
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della diffovnza fra due radici immaginarie coniugate della proposta , non con* 
terrebbero alcun diràore comune in a. 

aSn. Si vogliano trovare le radici della equazione 

*• — zx — 5=0. 

Una di queste radici è reale e positiva , avendo la equazione I' ultimo suo ter- 
mine negativo ; le altre due sono immaginaiic , perchè la equazione dei qua- 
drati delle difierenze (ia le radid della proposta , doè (zeS. i.°) 

yS_12y«-f 36jt-|-643no , 

ha per lo meno una radice reale negativa (i 85 ). Applicando alla radice posi- 
tiva il metodo di Lagrange , si troverà dopo cinque trasformazioni successive 
XBB2, 094S differente dal vero per meno di o, 0001. Le radici poi immaginarie 
ai troveranno nel modo sciente. Pongasi nella equazione dei quadrati delle 
differenze yn — / ; si avrà la trasfen-mata 

643=0 ; 


questa conterrà senza dubbio una radice reale positiva , la quale , sostituendo in 
luogo di t i numeri 0, i, 2, 3 , . . . , sì troverà compresa fra 5 e 6. Facendo 

te 5 -{- •— , ne veirà la equazione 
t* 

38 f|— 23 1^—27/,— I SBO , 


e il vaiare di t, piti grande dì i si troverà compreso fra 607- Sì faccia 

e continuando nella mededma guisa le trasformazioni , otterremo 
h 

i seguenti valori convergenti verso la cercata radice 


5 


» 



3 i 

6 ’ 


5 + 



i6o 

■3?’ 


54 - 


1 



Si! 

192 ' 


'.SI' 
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Conoacinla < , se la radice immagÌDaria della proposta BnppODgaà Sgnale ad 
a-^-bsj — I, sarà ja -^V^' Sostitaendo oraa-f-iV*~* proposta ia 
laogo dì X ai otterranno le equazioni 

— (3d*+a)a— 5 «m , 7V=3o* — b* — !■«) , 


le qnali , ore facciasi b— ~V^ < dovendo aver luogo insieme, avranno (i64) 

per consegnenza nn divisore cornane in a. Si cerchi il loro massimo comnn divi* 
sore , e la operazione si continni fino al residno — (84*4*4)a*~'i5 ove ritrovasi 

■■•I 5 

la sola prima potenza di a, e questo residuo posto mmo d darà < 


Avremo così anche il valore di a , e quindi quello delie radici iaunaginarìe 

a+b \/ — I , a—~b\/ — I. 

233. Se tutti i valori di b sono disuguali , a ciascnn valore dì b corrispon* 
derà un valore di a ; e perciò le equazioni Mb=o, Ns=o avranno in questo casa 
una sola radice comune , ossia il loro cornane divisore sarà di primo grado. La 
divisione adunque si deve allora cootìnuare finché sì giunca al residuo in coi a 
abbia un solo grado , c questo residuo posto =o d darà il cercato valcne di a. 
Ma se due valori di b sono uguali , come a questi valori ugnali possono benissi- 
mo corrispondere due valori diversi di a , conviene allora protrarre la operazione 
fino ad un residuo di secondo grado per rapporto ad a , il quale posto a=o d 
dpà i due cercati valori di a. Si deve tenere una regola somigliante se ì valori 
dì b sono in maggior numero. 


CAPO XT. 

OBL TEOBXUa DI 9TDIH. 


234 . Si abbia la equazione numerìca 

X" -f . . . +7’=so, 

nella quale A, B, C, , T sieno reali, e le sue radid tutte disngnali fra 
loro. Rappresentando con X il primo membro , dicasi X, il polinomio 

*nx*~'+(m — 3 )Gj*^4- . . . -J-jS. 

Ai due polinomii X , X, sì applichi la operazione del masumo cornane divisore 
con r avvertenza di mutare il segno del renduo che si ottiene in dascnna divi* 
sìone , e di prendere questo residuo in tal guisa modificato per divisore della se* 

* 
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gaeote dÌTÌnone. Esprìmano Xa , Zs > .X4 , . . . , Xr ■ residui presi eoo i segui 
coatrarii ,eQttQ»tQìf'’t ' rìspettiri quozienti ; arremo 

x=x.p.-x, , 

X,=Xa^-X3 , 

Xa=Xjft-X4 , 


In coi Xr resto della divisione ultima, è necessariamente un numero positivo 0 
negativo indipendente da x e differente da zero. Perocché si è supposto che la 
eqoozione Xno non contei^ radici uguali : or questa supposizioue non po> 
trebbe aver luogo se si avesse Xr =0, perchè in tal caso il residuo precedente 
Xr—t sarebbe (98^ un fattore comune ad X ed X, ; cioè le due equazioni Xso, 
X.sso ammetterebbero radici uguali , e per conseguenza (191) la equazione 
X=o non avrebbe tutte le sue radici fra loro disuguali. 

Posto ciò, in luogo di x nelle quantità X, X, , Xi , . . . , Xr st‘ so* 
tiituùeano tuceesticamente i numeri h e k poiilioi o negatici; se h<^k, 
sarà il numero delle radici reali della proposta X=*so comprese fra b e k 
uguale alT eccesso del numero delle variazioni contenute nella serie dei 
segni dei polinomii X , X, , Xj , . . . Xr per x=h sopra il numero delle 
variaziont contenute nella serie dei segni dei medesimi polinomii per zak. 

Questo è il celebratissimo teorema ai Sturm. Questo Geometra assai famoso 
per le sue scicntiiìche invenzioni comunico nel 1829 all' Istituto di Francia una 
Memoria che conteneva un lai teorema , per mezzo del quale , come faremo in 
segnilo ceservare , si potrà sempre e con agevolezza conoscere il numero delle 
radia reali di una ^unzione qualunque , ed insieme determinare tutte le coppie 
di quei numeri intcrì 1 quali, differendo di una unità , comprendono onn o più di 
siffatte radici. 

s 39 . La dimostrazione del teorema di Sturm poggia sopra parecchi pria* 
cipii , dei quali intendiamo m onesto luogo di fare rilevare la verità. 

I.” Sia » una radice reale della proposta X=o ; metlcudo x-f-u in Inogo 
di X in X , si ottiene (174) un risaltato della seguente forma 

, 

nel quale jf è ciò che diventa X, allorché in esso si pone x=x, e If, O, P,. . 
esprimono polinomii derivati da jf secondo la legge indicata nei numeri 1740 
316. Ma per supposizione « è radice della proposta X=o ; sarà perciò 
e quindi la precedente formola si ridurrà ad 

Ora io dico potersi sempre assegnare ad u un valor tate che si cd>bia la 
quantità tra parentesi affetta dal medesimo segno dal quale è affetto il 
primo suo termine B', il quale per altro differisce da zero perchè la equaziooe 
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non ha radici ngoali. Infatli essendo i ooelEcientì O, Z/, . . ■ i quanlilù 
Unite di segno qoalnnqne, consideriamo il caso più svantaggioso che è anello, 
nel quale si suppone che lotli abbiano il medesimo segno e sieno uguali al mag* 
giore di essi dinotato da JJ‘. -Ponendo 

. • . -f-J/'a"”' , 

poiché si ha 

. . . +3fu—=>H'u(i+u-\ )* 

sarà 


I— u 




I — u 


JIPu'" , 3Pu 

6 minoro di quando 

I M fft — u 

. <i,qne- 


u 1 u-,- jV'mZ t — n"“') ^^u 

Ma la quanhta : = 

, 1— « nf>u t—u 

«< I ; facendo dunque B'= siccome se ne ricava n=z 

^ i—u A/'+/i 

sto valore di u , e qualunque altro più piccolo renderà B' maggiore della 
somma APu-\-3J'u*-{- . . . , per cui sarà a più forte ragione 

. . . -J-w"-' , e per conseguenza dal segno di J5* dipen- 
derà il segno di • . . -f-a"*"'. 

2 ® Sostituendo ad x «ei poUnomii X , X, , Xi , X 3 , . . . , X, wn nu- 
mero qualunque » , non mai avverrà che due polinomii successivi diventino 
per siffatta sostituzione uguali a zero. Sieno infatti 


■Xi,— 1 , Xm , 


tre polinomii successivi qualunque ; avremo (234) 

X_. = X, Q, , 

e quindi supponendo per poco che , per x=x , n abbiano insieme ^,_,ko , 
Xm BO , risulterà eziandio Xi^-ioo : ma 


Xm — J 

sarà dunque ancora X, 4 .,=o; e cosi di seguito ragionando si giugnerebbe a di- 
mostrare Xr = 30 , lo che si è sopra dimostrato impossibile nella supposizione che 
la proiiosta A'ao non contenga radici uguali. 

3.” La medesima relazione 

c’ insegna che nel caso di X, =bo per un particolare valore di i=» , 1 due 
polinomii X,_. , X,^, , tra i quali si contiene il polinomio X, , per lo 
stesso valore di i=* sono necessariamente affetti da segni eontrarii. 

a36. Posti questi priocipiì , rappresentiamo non A una quantità positiva o 
negativa, ma però minore, cioè più prossima ali’ intinito negativo, di tulle le 
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radici reali ddle eqnaiiooi 

f — 0 y ^aSBO I • * '• t 9 

e rapponiamo che facendo crescere x in nna maniera continua , cominciando da 
A, si sostitoiscano tatti i suoi valori saccessm nei polinomii X, X,, Xj,..., Xr—,- 
E evidente che le variazioni e le successioDi dei segni di questi polinomii e di 
Xr , che sappiamo essere costante, si riprodurranno tutte col medesimo ordine, 
finche X non avrà preso un valore da rendere nullo qualcheduno dei succeonati 
polinomii. Infatti perchè il numero ovvero l’ ordine di siffatte variazioni e sne- 
cessioni venga a modificarsi , fa d’ uopo che qualche polinomio , 2T, per esem- 
pio, moti il se^o, e per conseguenza che X, quantità intera per rispetto ad x, 
sia diveooto' prima nullo. 

Supponiamo ora che un valore a di x renda nullo ano o più polinomii , e 
vediamo ciò che ne segue. Due casi possono darei : o xss» rende nullo ano o 
più polinomii intermèdii X, , Xa , . . . , Xr—i senza fare svanire X , ovvero 
x=s rende nnllo X , potendo d' altronde rendere ancora nullo uno o più po- 
linomii intermedii. Nel primo caso , niuna variazione sparirà nel passare die fa 
X per i tre stati snccessivi « — u, a, a-f-u (« dinota l' intervallo delle sostituzioni 
successive J ; nel secondo non isparirà che una sola variazione, ove pure suppon- 
gasi u sumeientemente piccolo. 

Consideriamo il primo caso , quello cioè in coi il polinomio , X„ per esem- 
pio, diventa nullo per x=a senza che lo sia al tempo stesso i! puiinomio X. 
Per lo stesso valore di xs=a i polinomii X>— ■ , non sono (zSd.ii.') nulli , 
che anzi esprimono essi quantità aifclte da segni contrarii (235.3.°) ; quindi 
conseguita che i tre polinomii consecutivi Xn—, , X* , X.^., per x=a forme- 
ranno quanto ai segni una delle due seguenti combinazioni 

-f- 0 — , ovvero — o +. 

Onde 0 si consideri il o affetto dal segno -|- ovvero affetto dal seguo — , si vede 
che ne risalta sempre una variazione ed una sncccssionc. D' altronde ciascuno 
dei polinomii Xh—i , Xn+, ha dovuto conservare il medesimo segno por tutti ì 
valori di x compresi fra x=à ed x=» ; dippiù essi neppure muteranno questo 
segno nel passaggio di xs=s» ad x=sa-|-» , prendendo u talmente piccolo che 
ninna radice diXii_,a>o, e diXi+i=o venga compresa fra » ed *-|-u. Potrà dun- 
que affermarsi che i tre polinomii Xn_, , X, , X«^-, , i quali per x=s» presen- 
tano una variazione ed una successione , ilanno ugualmente una variazione ed 
una successione per tatti i valori di x compresi fra x=»A ed x=«-J-«. In tal 
guisa resta dimostrato che la supposizione di x=* nulla serie dei polinomii 
X , Xi , Xa , , Xr—, non farà perdere nè acquistare variazione alcuna. 

Passiamo ora al secondo caso in cui X diventa nullo allorché x=x. Po- 
nendo xs«-|-u nei polinomii X, X,, chiamiamo U , U, ciò che essi diventano 
per questa sostituzione. Se X' , B', C' , . . . rappresentino i risaltati della so- ‘ 
stitozione di » in Inogo di x nel polinomio X , c nei polinomi! derivati da X 
secondo la nota legge (i74). e A',, B', , C',, . . . i risultali della sostituzione 
di A in luogo di X nel polinomio X. , e nei polinomii derivati da X, ', avremo le 
dne equazioni 

U +B> u+C u'+ . . . 

• • • 
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Ora a por ipotesi è radice della equazione X=o , sarà qnindi A'aaa ; dipjpifi 
le due qiiaiililà L' ed esprimono entrambe il risultalo della soslituaone ai » 
in l'.Ki^o i!Ì X nel polinomio A", , e questo risultato dilTerisce necessariamente da 
zero ll•'t!n siip| osizioue elle la eijuazione X=o non abbia radici uguali. Adun- 
que le due eij azioni [irecedenli si muteranuu nelle seguenti altre 

l =.4',u+C'u*+ . . . 

nelle quali i secondi membri saranno affetti da quei medesimi segni, da cui sono 
affetti i loro primi U-nniui A',u,A'i allorché si assegna (235.1.^ alla indetermi- 
nata ti un valore sullicicn temente piccolo. Saranno quindi U ed U, affetti dal 
medesimo segno quando u è positivo, e da segni contrarii quando u è negativo. 
Donde conseguila che i segni dei due polinomii X, X, per x — *—u presentano 
una variaziiii.e , c per x=*-\-u una successione ; per conseguenza nel passag- 
gio di x=x — H ad x=x+u una variazione si muta in snccesaone. La mede- 
sima conseguenza avrebbe eziandio luogo nella ipotesi che il valore di x=» , il 
quale rende iiiillu A', annullasse ancora uno o più polinomii intermedii, poiché 
si è già dimustralo precedentemente che, annnilandosi qnalchedono dì questi 
polinomii , non per questo verrà a mutarsi il numero delle variazioni. 

Pertanto se , cominciando da «-f-u , si continui a Far crescere x per gradi 
insensibili , l' attuale numero delle variazioni nella serie dei segni sì manterrà co- 
stante finché X non giunga ad agguagliare una seconda radice della equazione 
A'ssto , nel quel caso un’ altra variaziono si muterà in sncccssione ; e coù dì se- 
guito. Adunque , crescendo x da h fino a k , sarà il nomerò delle variazioni 
perdute uguale al numero delle radici reali della equazione X=*o comprese Ira 
he k, ciocché dimostra ad evidenza il teorema ennneiato sopra (zSA)- 

237. Cerchisi per esempio il namero delle radici reali della equazione 


xS— 7z-f7«« 

comprese fra — 4 e -1-7 ; sarà 

X^i—^x+^ ; 

multìplkaodo ciascnn termine per l' esponente di a; « e diminuendo di nna onità 
questo esponente medesimo , avremo 

X.=3x>-7 , 

moltiplicando i termini di .T per 3 onde evitare le fraàoni nel dividere X per 
Xi , essendo questa divisione , mutando i segni del lesidoo » e togliendo il 
cornane mttore 7 , otterremo 

Jfj— 2x— 3 ; 

Bultiplicando per a i termini di , facendo la divwone di X, per Xa , molti- 
plicando i termini del residuo per 2^ continaando a dividerey e molando il segno 
all' oltìmo retidao j ricaveremo 

A'jaai. 
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Ponendo ora a t r a — 4 nei ^nallro polinomii X, X,, X», Xì,tà arra pe^ la 
•erìe dei segni oorrispoDdenti a questa sostituzione 

- + - 

• facendo fm-l-y, si arra la serie 

+ + + +. 

La prima serie presenta Ire variazioni , la seconda nessuna ; dunque tra —4 e 
4*7 vi sono comprese tre radici reali della proposta ; e siccome non pnò essa 
averne più di tre , bisognerà concfaindere che la medesima ha tutto le sue radici 
reali. 

aSS. Dal teorema dimcntrato sopra (a 36 ) risolta la seguente regola da 
praticarsi ogni volta che si cerca il numero totale delle radici reali di una data 
equazione. 

Aetndo determinalo (178) i lim'ti tuperiori delle radici positive e 
negative della eguaxione , si procede sopra t polinomii X , X, , come nella 
ricerca del massimo eomun divisore con la modificasione indicata sopra 
(e 34 ) i *< otterrà in tal guisa la serie dei polinomii X, X| , Xa, . . • Xr 
iguali, genertdnmUe parlando , saranno m+i di numero se m esprime il 
grado della egnasione. Si scrivono su di una medesima linea i segni dei 
risultati provenienti dalla sostitustione del limite superiore delle radici 
negative in ciascuno dei succennati polinomii , e su di una seconda linea 
i segni dei risultati delta sostituzione del limite superiore delle radici 
positioe nei medesimi polinomii; U segno di X, resterà sempre lo stesso, 
essendo Xr indipendente da x. Notasi infine il numero delle variazioni 
nella prima serie dei segni , ed il numero delle variazioni nella seconda; 
la differenza tra questi due numeri indicherà il numero totale delle ra- 
dici reali della proposta. 

Prima di passare alle applicazioni di questa regola ; faremo notare le se- 
guenti cose. 

i.° Nella ricerca dei polinomii X , X, , Xi , . . . , Xr à possono intro- 
durre 0 anche sopprimere dei fattori numerici (96) , porche sieno positivi ; fa 
d’ uopo però attendere mollo a non fare , riguardo ai segni , altre mutazioni 
che le sole indicate nel nomerò s 34 • poiché dalla considerazione dei segui , dai 
quali sono affetti i polinomii X, X, , Xi, . . . dipende principalmente il 
metodo di Slurm. 

a.° Quantunque volle vogliamo semplicemente conoscere il numero totale 
delle radici reali di nna proposta equazione , potremo restarci dal calcolare i 
limiti superiori delle sue radici negative e positive, bastando il sostituire nei 
primi termini di ciascuno dei polinomii X , X, , Xn , . . . —00 e-f-oo (x è il 
segno deir infinito ) ; imperocché é chiaro da una parte che il segno di tutto il 
poiiuomio sarà in tal caso uguale al seguo del suo primo termine , e d' altronde 
— xe -f-x esprimono i limili superiori delle radici negative e positive di qual- 
sivoglia eqnaòoDS. Che anzi facendo oso del metodo di Sturm , in uiun caso fa 
hisoguo calcolare da principio i limiti superiori delle radici negative e positive 
della data equazione ; poiché xnoscendo il numero totale delle radici reali della 
equaziooe , si determinerà subito il limgo ilelle medesimo sostituendo snccessiva- 
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mente nei pulioomii X , X, , Xt , . . • prima i numeri o, i, 2, 3 , . . .e 
poi gli altri — 1 , — a,' — 3 , . . • . Infatti ginnto che tinsi ad ottenere 
con la srstitnzione dei nnmeri o, i, a, 3 , . . . ona serie di segni , la qQale 
presenti tante variazioni quante se ne ottengono con la sostitnzionc di -|-oo , si 
potrà a ragione conchindere non esservi altra radice al di là del nomerò ultima- 
mente sostituito; r ìstesso si dirà per rapporto ai nnmeri — i, — a, — 3 , . . . 

3 .° Allorché cercasi il numero delle radici comprese fra i numeri A e A, 
potrà alcuna volta avvenire che A ovvero k annulli qualcheduno dei polinnmii 
X , Xt , Xt , . . . In tal caso se 11 polinomio che diviene nullo è uno degriu- 
termedii , Xn per esempio , non fa d’ uopo nella serie dei segni tener conto 
del risultato o ; imperocché i due polinomii Xm—, , Xn-\-< per lo stesso valore di 
X uguale ad A ovvero a k , offrono una variazione (aSS.S.”) ; d’altronde la 
combinazione del doppio segno + , dal qnalc si concepisce affetto il o , con i 

te^i -)- — ovvero 1- produce eziandio una variazione ; il numero dunc^ue 

delle variazioni non verrà io modo alcuno alteralo omettendo il rnultalo o. Lhc 
se pel particolare valore di x uguale ad A ovvero a k rendesi nullo il po 
linomio X , si conchiuderà primieramente essere A ovvero k una radice della 
equazione X=o , e quindi si noteranno le variazioni cominciando dal poli- 
nomio Xt . 

4 ..° Dopo di avere ottenuto i polinomii X , Xi , Xt , , . . , ove si scorga 
che uno degl' intermedii , X^ per esempio , sia di tal natura da ritenere co- 
stantemente il medesimo segno per tutti i valori compresi fra A e A , riuscirà 
inutile il sostituire siffatti valori nei segurnti polinomii , . • . Im- 

perocché in tal caso è il numero delle radici reali comprese tra A e k ngnafo 
alla differenza Ira il numero delle variazioni dei segni dei soli polinomii 
X, X, , Xt , A, per x=A , ed il numero delle variazioni dei sogni 
dei medesimi polinomii per x=k. Per convincersene basterà applicare ai [x)- 
linomii X , X, , Xt , . . . , -A» ciò che é detto ( 236 ) per rapporto a tutti i po- 
linomii. La serie dei segni fino al segno di Xn incliisivamente perdendo una va- 
riazione per ciascuna delle radici di A=o, ed il numero delle variazioni non 
venendo in alcun modo alterato per l' annullamento di qualcheduno dei poli- 
nomii X, , Xt, • . . , Xn—, : essendo d'altronde il segno di Xn costantemente 
lo stesso per sopposizione ; sarà necessariamente il numero delle variazioni per- 
duto nella serie aei segni dei polinomii X , X, , Xt , ■ > • , T»' allorché da 
•t=A si passa ad x=i, uguale al numero delle radici reali di X=o comprese 
fra A , e k. Se dunque nel oorso delle divisioi.i necessarie per la determinazione 
dei polinomii X , X, , Xt , . . . uno se ne incontri , Xn per esempio , di tal 
che sia X„ so una equazione la quale abbia tutte le sne radici immaginarie , 
non potendo in questa ipotesi X, mutare il segno per qualsivoglia valore che si 
dia ad x (169), potremo restarci dal determinare i seguenti polinomii X,^, , 
Xn ^, , • . • Questo caso merita tutta la nostra attenzione , giacché in ninn 
modo potrà disimularsi che i calcoli relativi alla determinazione dei soccennali 
polinomii riescano gravosi assai , specialmente allora quando si giugne agli ul- 
timi , per cagione dei coefficienti numerici i qoidi diventano molto grandi. 

sSg. Passiamo ora alle applicazioni di quanto é detto finora intorno al teo- 
rema di Slorm. 

I Propongasi in primo luogo la egoazione 
81^ — — ISO, 

f'oi. l. 29 

I 
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delia quale si è già trattalo sopra (227.9,°). Arremo 

6x— I , 

donde si dedurrà .T,s:24x'— >6 , o?roro , sopprimando (aSS.i.”) il fallore 6 , 
Diridendo X per X, si ottiene per residuo — 4 ^r— *i i c quindi sarà 

.ir»s=B 4 jc+>' 

Finalmente la divisione di X^ per X^ dà per residuo — >S ; per consegnensa 
avremo 

A3-+3. 

Ora la sosliluzione di — >30 e -|-x> nei primi termini delle quantità X, A',, A',. A'j 
dà loogo alle due seguenti serie di segni 

- + - 
+ + + + . 

nella prima delle quali si contengono tre variazioni , c nella seconda tre succes- 
sioni ; adunque la proposta avrà le sue tre radici tutte reali. Inoltre, facendo 
nelle medesime quantità successivamente 2r=— i, 0, -f-i, si trova 

per a=s— 1 , 1 f- 1 

per aa=s 0 , j- + , 

per T=+i , 4- + + + - 

donde sì scorge che due delle tre succennate radici si comprendono fra o e — 1 , 
c la terza fra o c -J-i. 

2." Sia in secondo luogo la equazione - 

a’— . 5 *’-f- 8 x — 1=0. 

Operando come nel precedente esempio , troveremo 

Asssa^— 5a:*+8T — i, A’’,= 3 x’'— iox-|-8, A'a=*2x — 3 i, Ajasi— 2290. 

Ciò posto, la sostituzione di — xe -j-xnei primi termini di queste quantità dà 
luogo alle due seguenti serie di segni f 

- + . 

+ H — F — > 

nella prima delle quali sì osservano due variazioni r nella seconda se ne vede 
nna sola ; adunque la {iroposla ha una sola radice reale , la quale c posi- 
tiva (i 83 ) , e vien compresa fra 0 e -|-i. 
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Proposta la oqiiatione 

a:4— 2x®— yjt* -j- 1 ox+ 1 orato , 

si ottcngoDo 

^=x4— 2x’ — » 

-r,=2x3— 3 x»-7x-|-5 , 

Xaratiyx* — 23x — 45 , 

Xs=i52x — 3o5 , 

X4=+5a4535. 

Prendendo i segni dei primi termini prima nella ipotesi di x=-— co , c poi nel* 
r altra di gis=-^oo , si naono le due serie 

-f- — -4- — . . . 4 variazioni 

+ + + + + •• . o variazioni ; 


per coDsegoenza le quattro radici della proposta sono tatto reali. 
Dippiù si ba per 


arato , 

+ + + • • 

. 2 variazioni 

*=I . 

+ + . . 

. 2 

xra>2 , 

H h-- 

. 2 

x=3 , 

4- + + + +- 

• 0 : 

XaO , 

+ + --+•• 

. 2 variazioni 

Xras— I , 

- + + - + •• 

. 3 

a s=— a , 

- + + -+•• 

. 3 

a=— 3 , 

+ - + -+•• 

■ 4; 


ici positive comprese fra s e 3 


donde dedacesi che la equazione ha dae rad.^ wuj.. 

una negativa fra o e — .i , ed un altra negativa fra — 2 e —5. 
4.“ Per la equazione 


2x4— 1 3x’4* > ox— I grato 

i primi tre polinomii saranno 

X= 2 x*— i3x*-4-io*— ig , 

X.trair»— i3x+5 , 

Xa=Bi3a*— 1 5x-|-38. 

Ma essendo le radici della equazione Xa=o immaginarie , Xa conserverà lo 
Stesso seguo , qualunque sia x ; ci arresteremo dunque ad jìCa e non coosidcre* 
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remo (238.4-°) cbc i soli polioomii A’ , , A'a. Ori por la sostiinrioric di — oo 

• -{-ac nei loro primi tcrmioi si hanno le due sogiicnli serie di se^>ni 

2 variazioni 

-j- -|- ~l* ’ ■ * 0 variazk>DÌ. 

Adnnqnc la proposta non ha che due radici reali , delle quali una deve et* 
aere (i83) positiva, e l’allra negativa (i84]< 

Sifiatli esempli sembrano suindenti a dare ona idea della imjwrlanza del 
teorema di Sturm , il quale potrebbe estendersi al caso ancora , io cui la equa- 
lione proposta ammettesse delle radici nguali ; noi però mirando allo scopo pre* 
fisso a questi elementi non giudichiamo potere più a lungo interlenerdl in altre 
ricerche rignardanti la risoluzione delle equazioni numeriiTie. llimetliamo quindi 
i diligenti allievi alle opere classiche di Lagrange traiti de la rétolutioa det 
tquaùotu numériquet, di LegendrcafqB/)/ewie«/a la lAeorte det notuòres, di 
budan nouvelle milho le pour ritoudre let é^ualiont nutnerijnet, e di Fou- 
ricr analyte det iquationt. 


CAPO XVI. 


DBLU BACIONI , PIOPOBZIOSI , E PBOCEESSIONI. 


24 o. 11 quoziente a\b ovvero chiamasi alcuna volta ragione geometri- 
ca delle quantità a, 4, e la differenza a — b ragione aritmetica delle medesime 
quantità ; a dicesi antecedente della ragione , b comeguente. 11 valore della 
ragione geometrica non si mula (92) allorché Ì antecedente e il consegnenle si 
niulliplicano 0 si dividono por la medesima quantità ; nè può mutarsi il valore 
della ragione aritmetica se tanto I’ antecedente che il conscguente si facciano 
crescere 0 dimiuuire ugualmente. 

24 1 • La uguaglianza di due ragioni 

a;4=*o':4', a — 4=a ' — bf 

diccsi proporzione geometrica o aritmetica secondo la qualità delle ragioni 
medesime. Le proporzioni diootauo che fra' le due quantità o , 4 vi è quello 
stesso rapporto geometrico 0 aritmetico che fra le altre due a*, V, esse si leg- 
gono nella seguente maniera : a sta a 4 geometricamente o aritmeticamente 
come a' sta a 4'. Le due quantità a , 4' si chiamano termini ettremi della pro- 
porzione , e le altre dne b , a' diconsi tnedii- 

a42. Dinotino z, g dne quantità variabili ; se nel crescere 0 nel diminnire 

di siSalie quantità , il quoziente z-y ovvero — si rimane cotlantemeole lo itet- 


Digitized by Google 



221 

IO , una diccii_tss;re diretUimenU come l'alica j che se il prodotto si rima- 
nesse costante nel crescere o nel diminuire delle due quantità x , y , una direb- 
besi essere inversamente o reciprocamente come l’altra, l’osto ciò, se nel |>ri- 

X 

mo caso si chiami q il quoziente costante , sarà — =7 , e quindi -, e se 
nel secondo caso si esprima con p il costante prodotto , sarà xij=p , donde 

x=iL. . 


a43. Dalla proporzione geometrica 


a:6a=a':i', ovvero -7- s= 
o 


6f ’ 


ricaviamo aò'saa'i ; e dalla proporzione aritmetica 

a—ò=V^6‘ 


risulta fl-f- Quindi ne//a proporzime geometrica il proiotlo dei 
termini estremi agguaglia il pro ietto dei tnelii , e nella proporzione arit- 
metica la somma degli estremi agguaglia quella dei termini meiii- 

La proposizione inversa dimiwtrasi agevolmente , perchè dalle equazioni 

ad=m j>ò , o-|-4'sra'-(-4 


immediatamente dedneoosi le altre 


Adunque se i quattro termini a, b, a', b' sono tali, che il prodotto degli 
estremi uguagli quello dei medii , ovvero la somma degli uni uguagli 
quella degli altri; saranno essi proporaonali geometricamente nel primo 
caso, ed aritmeticamente nel secondo. 

244. Ponendo a /='> , perché cosi il conseguente della prima ragione di- 
venti lo stesso che 1' antecedente della secouda ragione, la proporzione chiamasi 
continua , e sì ha 6’^aò', ovvero 2h=7-\-6'. Quindi nella proporzione con- 
tinua , se geometrica , il prò tatto dei termini estremi è uguale al qua Irato 
del termine medio ; se aritmetica , la somma dei termini estremi è uguale 
al doppio del termine media. 

Dalle cqua»ooi i'xxaff, 2Ìa=2+4' si ottengono 3= ^ah^, 6= , 

^ I ^ 3 

ed è perciò che la quantità — - — dicesi media proporzionale aritmetica fra 

a e 6', e la radice ^aff media proporsimale geometrica fra a e b'. 

2 45. Se nella proporzione 


a;àaB2';d' 
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i termini a, 6 , a', U tono nomeri interi , ma a, i primi fra loro , lorà 

U^nb , a'smi : 

» esprime nn qualunque numero intero. 

Imperciocché la proporzione suddella equivale ad sm da cui rica> 

vasi -j- —a' ; ora il scOondo membro di questa equazione essendo no numero 

intero , anche il primo membro dovrà essere un numero intero , e perciò b di- 
viderà esattamente il prodotto abf ; ma b non può dividere a esattamente , per- 
chè per ipotesi a , b sono primi fra loro ; adunque h dividerà esattamente e 

... , a.nb 

per conseguenza U=snb , e a’= = -g- sssna. 

246. Essendo ~ s=^ . avremo ~ + 4 =» +A , donde risulterà 
0 If b — V 


a +44 

~ 1 T ' 


’~ 1 T' 


Da questa equazione deducesi — = , , ; ma 

a a+hb , j- , ^ ■ 

— » = 1 ,1 1 da cui immediatamente si dedurrà 

u wìJiU 


— , = ; dunque sarà 


c+à 4 ol+hl/ 


I . b a+hb . a+hb a — hb 

La equazione poi -jj =» a da ancora - , , = —, — ~ , donde st 


bf 


otterrà 


u‘±hl/ 
aJ[-hb 


a'^hV u'—M' ' 




a— Ab u‘-hb' ■ 

Tal detto conseguita che dalla proporzione 

a:b—a':b' 


» possono sempre dedurre le seguenti altre 

a+hb:ù—:i'+hff:ù', a+hb:cssa'+h// :a' 
a+Ab:a—Ab=e^+A!>':u'—hl/, 
le quali , ponendo 4 = i , si trasrormano in 

a+b-.b=a'+b':b', a+b:a^J+&:u' 
o+4:a— :=a'+à'.a'— 4'. 
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Quindi ti rileva che in ogni proporzione geometrica la eomma avvero la 
differenza dei termini della prima ragione sta al seconio o al primo, come 
la somma ovvero la differenza dei 'termini della seconda ragione sta al se- 
condo o al primo; e che la somma dei termini della prima ragione sta alla 
l ira differenza , come la somma dei termini della seconda ragione sta alla 
loro differenza. 

247. Supponendo 

a^ ^ ^ _ 

T~ ’ 

sì oitengono 

a=bk , o'=A'A , a"=y'jt , . . . , 

e conscgaentcmente 

a+a'+u"+ . . . =^k[b+b'+b"+ 

donde 

o 4 ''»*+o“+ • • • a a' a" 

b^bfj^b"-^ . . . J ~T~ ¥ ~ ' ■ 

Adunque supposta la uguaglianza di più ragioni geometriche , starà la 
somma di lutti gli amteee lenti alla somma di htHi i conseguenti , eome gua- 
lunque antecedente al suo conseguente, 

243. Siccome dalle proporzioni 

a a' e e' e t' 

'~d~T'~f -f’ • • • 

abbiamo 

aee ... a'c'e' . . . 
bdf, . . ^ btJ'f . . . ’ 

perciò, se i primi termini di più proporzioni geometriche si moltiplichino 
fra loro , come ancora i secondi , i terzi , ed i quarti ; saranno i prò dotti 
proporzionali. 

\a) stesso dicasi delle proporzioni aritmetiche , ove alla moltiplicazione dei 
termini si sostituisca la loro somma ; perocché dalle proporzioni 

a—b=a' — b', c—d^ud — e—f=b'—f, . . . 

I 

doducesi immediatamente 

(a+c+e+...)-(d+i+/+...M«'+c'+e'+ ,.)-{b'-\-f 
Le ragioni 

aee . . . : bdf. . . ,.(a+e+tf+ . . ,)-(b+d+f+ . . .) 

si chiamano composte , la prima dalle geometriche a.b , c'.d , e‘f , . . . , la 
seconda dalle aritmetiche a—b , c-^d , e—f, . . . 
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a49- Abbiamo geoeralmeDle 

=(a’+«'*+a"’+...)(^*+^*+^"’4-- ) . 


pcrcbè sviluppando il primo membro, lujli i doppil prodolli si distrngg* tauno 
scambievolmente, e non rimarrà che la somma doi quadrali , a cui facilmente 
potrà darsi la forma del secondo membro. Ora supponendo che 

_a a* 

1 —T^U* 


si avranoo le seguenti relazioni 

nh'-dh , atì'=iu”b , . . . a'b»=zU'if 

e qoindi 

aV—a'b=o , ai"—a"6=o , . . . , a/éf' — aNfaso 


sarà donque in questa stessa supposizione 
(aà+a'6'+a"6"+ . . .)•=(«*-!■<*'*+«"’+ • • .)(d*+i'*+i"*+ • • •) . 
donde 

a*^af'+a"'+ _ a6+a!lf+a"l>"-\-... 

ai+a'b'+a!‘u"+... ~ ' 

aSo. Sia 

o:4o-i;i'=d';d'W":d'"= . . . *J:i 


dove i termini a, 6, If, d", d'", ... si dicono costituire una progr^ssiont geo- 
tnefrica ; avremo 


e perciò 



, 6=a:6'k , A'=i«A , 6"=6f"k .... 



Quindi si rileva che i primi n lermioi di qualsivoglia progressione g>-omcfrica , 
supponendo che il primo di tutti sia a e che A esprima il rapporto di (ino qua- 
lunque di essi all altro che immediatamente conseguita , potranno indicarsi 
come segue 

a a a a a 

X ’F’ ■p’ÀT ’■■■■’ 

Facciamo = — =7 $ otterremo i medesimi n termini espressi ancora per 
H ^ 

a, ag, nq\ ag^, «p4, . . . , ay'— . 
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chiamando quindi f» la somma dei primi n termini di una progressione geome* 
trica qaalontjue , nella quale a sia il primo di tolti, e p il rapporto di ano qua- 
lunque di essi a quello ohe immediatamente il precede , si otterrà 



1— y 


Questa formola potrà eiiandio ottenern col seguente discorso. Nella progres- 
sione geometrica 


a.a yriigy :ay»—ay«:ay*=:ay»;ay4— . . . 


lotti i termini sono antecedenti fuordiè 1' ultimo , o tolti sono conse- 
guenti fuorché il primo a ; e però la somma di tolti gli anteràdenti verrà espres- 
sa da «. — , e la somma di tutti i conseguenti da fm —a. Sarà dun- 
que (a47) 

— ap"“':r« — a»a:ay , 

donde à d^orrà (z43) 

Of(tM —af*->)mta(t, —a) , 

ovvero 


per coi si troverà 




ftm — fly* ■«» —a , 


a ^ ay* 

I_y. 


Avvertasi in questo luogo che crescendo n oltre qualnnquc dato numero quanto 
si voglia grande , supposto che si abbia i , la quantità ^ — - diminuirà per 
modo che sempre più si accosterà a sero ; sarà dunque il polinomio a-f-ay-f- 
. . . protratto all’ infinito aguale soltanto ad . 


Cosi 


per esempio se aai, e y™ — , risulterà 


. 1 , 1 , 1 , 1 , 1 . 1 

‘+T+T+ 8■ + 76 + 35+•••";3T-*• 

a 

a5i. Nella formola 

fl— d'=4'— . . . 

i termiui a, ò, ò', 6“, ff ", . . . ù dicono essere in progresiùme arùmeltca. 

3o 
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Facciali a—òmS ; n amnilo 


bsMa-^i, ^'a»A-^-5asa+85, i"4'3*fl+43j • • - 


Adooqnc i primi n iermini di qQilsÌTOglia progrcssioac aritmetica , in cai a lia 
il primo di tatti , e S la diOerenza fra dae qaalaDqae di essi, si potranno espri* 
mere come acgne > 

a, o-\-Sf a-f“2J, fl-4*55, . 4 , 2)?, o-}-(ii““i)S ; 


e siccome si ba sempre la medesima somma 2a-f*(n— i)S 0 che il primo ter- 
mine si agginoga alr altimo , o che il secondo ò aggianga a! penallimo, omro 
che il terzo si aggiunga all* antipenaltimo , ec. . • , perciò la somma a, di que- 
sti primi ft termini verrà espressa per 


a, t» -1 (aa-Kn— 1)5). 


La verità di qoesta espressione è evidente quando n è pari ; allorché n è dispari 
vi sarà an termine medio della forma a-(- che aggiunto alla somma dì 

tatti gli altri, la quale è (2a-t-(n— 1)2) , ci darà ancora 


a. »= (2a+(fl— i)3H-o+^j^^= Y(afl+(»»— >)3)- 

Sappongasi per esempio 6=a>i , S=i , n=ioo , avremo 

I-J-2-I-3-I-4+ • . - +IOOSSS (2-|-9g)s5oXioiaB5o5o- 

z 52. Dato il primo termine a, l'ultimo t/, e il numero n dei termini dì 
una progressione geometrica, 0 aritmetica , avendosi (260425 1) 

, ed -i)3 ; 

dalla prima di queste si dedurrà , e dalla seconda S , e quindi sì otterranno 
ezìanmo tutti i termini di mezzo. Così per esempio mettendo 0=2 , 0=54 , 
fl=4< sarà 54=37*, cioè 27=7*, donde 7=8 , 07=6 , a7*=i8, ... Si- 
milmente 54=2*4-35, cioè SnaaSd, donde 3=17 a-j-drsig -j-,a-t-23= 
=36y 


FINE dell’ algebra 
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IN^oii è alcDDO per veotara , conoscitore delle modernè scienze matematiche , 
coi non debba sembrare troppo malagevole impresa ed ardua scrivere oggidì 
con gradimento noi versale de' dotti, elementi di Geometria. Perchè vi ha di 
quei , che dimentichi , o forse ancora invidiosi della grandezza in che son pur 
venate ai giorni nastri le matematiche discipline , si studiano a tutto potere tor> 
Darle in quello stato , se non amile , certamente meno specioso che avevano ai 
tempi del famoso Eoclìde. Però par loro un gran peccato discostarsi in Geome* 
tria anche per poco da qoel greco geometra, nè possono tenersi dal condannare 
di soleune ignoranza chi ardisse nelle dimostrazioni geometriche seguire altra 
via che quella già segnala dagli antichi. Ma in ciò, se non la verità della cosa, 
di che io non voglio per ora farmi gindicc, il rispetto almeno e la riverenza che 
pur si debbo a tanti rinomati geometri della nostra età , che diversa opinione 
portarono , basterebbe a rendere i soverchi amatori degli antichi più cauti e 
guardinghi nel parlare. Altri per l' opposito contendono ad ogni pruova che la 
Geometria non debba solamente restringersi al metodo insegnatone da Euclide : 
poter ben altri studiando nei più moderni geometri riuscir valentissimo quanto il 
tosse il più religioso seguace negli antichi : con ciò nulla derogarsi a quei grandi 
nomini ai quali tornerà sempre in onor singolarissimo l’ essere sfati essi i primi 
ritrovatori di questa scienza benché oggigiorno , mercè i continui avanzamenti 
della medesima, non ne sieno i soli maestri. Or se con I' una parte o con l’ altra 
debba tenersi in tal quistione , troppo di noi presumeremmo a volerlo franca- 
mente decidere , specialmente avendo a froute si ragguardevoli avversarli : ol- 
treché quanto è al disegno che abbiamo avolo nel comporre questa opera, poco 
rilieva il sentenziare da gindice. Imperciocché per conto della uliliu dm nostri 
giovani , cui solamente intendiamo dirigere questo lavoro , abbiamo amato me- 
glio trascegliere e dagli antichi e dai moderni il più acconcio alla loro capacità , 
che tenendo dietro ad un solo metterci a pericolo di corre insieme con le virtù 
anche i vizìi. Laonde ci siamo studiati di radunare in uno definizioni le più esat- 
te t e dimostrazioni che fossero ad un tempo eleganti , facili , e brevi. E però 
in questi elementi di Geometria molte volte lasciato Eodide abbiam seguito le 
orme del Legendre , del La-Croiz , del Vincent , del Francoeor , del CatafTa , 
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ed ancora di pareociii celebri nostri condttadini : la qual cosa se mai ri fosse 
per ventara chi tratto da smania più che dit giusto amor degli antichi volesse 
recarci a biasimo , noi non istaremmo a piatir con Ini , avendo a nostro favore 
il giudicio dei prinù geometri non men d' Italia che d' Europa tutta. 

CAPO I. 

OBennzioai b nozio.vi pbelikirabi. 

253. La linea è nella estensione nna lunghezza priva di larghezza. 

1 termini ovvero i limiti della linea dicorai punii. Il ponto adunque non 
ha grandezza alcuna nella estensione. 

La linea retta è qoella'che segna il più corto cammino da un punto ad nn 
altro. Da on punto ad on altro possono condursi infinite lince di diversa lun» 
ghezza , quella che è la più breve di tutte qneste lince diccsi retta. I.ia linea retta 
si definisce da Euclide essere quella che ti dùten.le ugualmente fra i tuoi 
punti ; quella cioè in cni niun ponto intermedio s’ innalza o si abnaste dagli 
estremi , ovvero a destra si piega o a sinistra. Da siffatte definizioni della linea 
retta agevolmente comprendesi non potersi da no punto ad un altro condurre 
die una sola retta. 

Si chiama cutna qualunque altra linea die non sia retta nè composta di 
lince rette. 

z54. La tuperjieie nella estensione è ciò che ha lunghezza c larghezza 
senza profondità o grossezza. I termini della superficie sono le linee. 

Quella soperiicie , nella quale prendendo ad arbitrio due |>nnti , la retta 
che congiunge questi ponti giace tutta intera in essa, si appella tuperjieie piana, 
o solamente piano. 

Qualunque altra sopm'Gcie die non sia piana nè composta di superficie piane 
sì chiama curva. 

z55. Solido si chiama ciò che rinnisce in se le tre dimensioni della esten* 
sìone , cioè lunghezza , larahezza . e profondità ovvero grossezza. 

Nella sentenza di quelli che affermano continua essere la estensione dei corpi, 
le superficie, le linee, ed i ponti non sono semplid invenzioni del nostro intelletto, 
ma reali affezioni dei corpi. Siffatte affezioni non possono al certo separarsi dai 
snbbietti, nei quali sì trovano; non può cioè esistere separatamente dal corpo la 
superficie qual vdo privo affatto di grossezza , la linea qual filo del lotto scevero 
di grossezza e di larghezza, il punto qnal granello privo di ogni estensione; ciò non 
ostante sarà sempre la superficie il termine reale del solido die per se esule , la 
linea il termine reale della superficie , ed il punto il termine reale della linea. 

Pertanto la grandezza continua dicesi quella, nella quale le parti che immc> 
diatameote sncceoonsi hanno il medesimo limite. 

256. Allorché due rette AB, AC {Jig. i.* I s’incontrano in on punto A, 
la iodinazione di una di esse per esempio AC all’ altra AB , diccsi angolo, lì 
punto A di concorso appellasi vertice ddl’ angolo , e le rette AB, AC ù chia* 
mano lati dell’ angolo. 

L' angolo s’ indica o con la sola lettera A dd vertice , ovvero con le tre 
CAB avvertendo sempre di porre in mezzo la lettera del vertice. 
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L’ angolo non varia allorché i aaoi lali si prolungano ovvero si accorciauo , 
ma varia solo qnando questi medesimi lali si rendono più o meno differenti 
fra loro in direzione ; dapoiché in qncsto secondo caso solamente mutasi la in- 
clinazime che tra loro hanno i Iati, nella quale inclinazione propriamente consiste 
la natura dell’angolo. Cosi l' angolo BAC [.fùj. 2." ) aumenterebbe successiva- 
mente se il lato AB prendesse le direzioni AB', AB', AB", cc. 

E chiaro potersi concepire due a.ogoli uguali soprapposti 1 ’ uno all’ altro 
in guisa che il vertice ed i lati del primo combacino col vertice e con i lati del 
secondo, lì chiaro inoltre essere gli angoli suscettibili di addizione c di sottra- 
zione , di moltiplicazione e di divisione ; cosi l’ angolo BAC {,fìg. 3 .“ ) aggua- 
glia la somma degli angoli BAD e DAC , e perciò si può scrivere 

BAC=>BAD-^DAC-, 

cosi pare l’angolo BAD è la differenza degli angoli BAC e DAC , e quindi 
può scriversi 

BAD=^BAC—DAC. 


257. La linea retta AB 4 -" ) incontri l’altra CZ)nel punto B in 
modo che gli angoli adiacenti A Bu , ABC risultino uguali fra loro ; ciascuno 
di questi due angoli diccsi angolo retto , e la retta AB perpendicolare alla 
retta CD nel punto B. 

Ora è chiaro che tutti gli angoli retti sono uguali fra loro; supponendo 
cioè AB (Jig, S.*- ) perpendicolare alla retta CD , ed ÈF perpendicolare alla 

saranno nguali fra loro gli angoli ABD , EFG. Infatti prendendo 
BCssBD^FH^FG , sarà CIh=sHG ; adattando mì la HG sopra la CD in 
modo che il ponto II cada sul punto C , e il punto G sul punto D, tutta la HG 
coinciderà con tutta la CD , percliè altrimenti da C a Z? si potrebbero condurre 
due linee rette , la qual cosa è impossibile (2Ò3) ; quindi conseguita che il punto 
F medio della retta HG cadrà sul punto B medio della CD, e perciò il lato FG 
coinciderà col lato BD, Posto ciò , io dico che il lato FG essendo in tal gnisa 
applicato sopra BD , anche il lato FE cadrà sul lato BA ; poiché supponendo 
per on tantino che FE non cada sopra BA , ma sopra un’ altra retta lìK, do- 
vendo essere, per ciò che si è supposto sopra, l'angolo EFG—EFH , dovrebbe 
ancora essere KBD=KBC. Ma essendo l’angolo KBD^ABD e KBC'^ABC, 
e d’ altronde avendosi per supposizione ABD=ABC, devè essere KBD^KBC. 
Donde conseguita che u lato FE non può cadere sopra un' altra retta diff^erente 
dal lato BA , cadrà perciò sopra BA. Adunque il vertice ed i lati dell’ angolo 
EFG combaceranno con il vertice e con i lati dell’ angolo ABD ; sarà quindi 
r angolo ABD=sEFG. 

Angolo ottuso chiamasi quello che è maggiore del retto , angolo acuto 
quello che è minore del retto. 

zSS. Linee rette parallele diconsi quelle che , essendo in un medesimo 
piano .prolungate all' infinito dall’ una parte e dall’altra , non mai s'incontrano. 

2DQ. Allorché due rette Aj^ CD (^Jig. ) vengono secate da una terza 
retta EF, eli angoli BGII, DaG, come ancora gli angoli AGII, CHG diconsi 
interni dalla medesima parte ; gli angoli AG a, GIID, come pure gli angoli 

Fol.I. 3 i 
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BGH, GIIC sono chiamati allemi—ùtttmi , o semplicemente allenti : gli an- 
goli EGB, GHD si dicono intemi — esterni, e così pnre si chiamano gli angoli 
EGA, GHC: gli angoli EGB, CHF, come pure gli angoli EGA,DHF si no- 
minano allenti- — eslend: finalmente gli angoli EGB, DHF, come ancora gli 
angoli EGA , CHF si appellano eslenti dalla medesima parie. 

JVeI ponto E {Jìg. 7 .* ) , dorè doe rette AB, CD si ^liano, formansi 
sempre quattro angoli AEG, CEB, BED, DEA, il primo ed il terzo dei qnali , 
come ancora il secondo ed il quarto diconsi opposti al verliee. 

260. Figura piana è nn piano terminato per ogni parte da linee. Se que- 
ste lìnee sono tutte rette , la figura dicesi Jigura reltilinea , ovvero poligono. 
11 contorno del poligono , la somma cioè di latte le rette che lo terminano, vien 
detta perimelro del poligono. 

il più semplice poligono , anello cioè che vien terminato da tre linee rette 
ossia Ioli, si nomina Iriangolo. 11 triangolo è equilalero se ha tutti i tre lati u- 
guai! , isoscele se ha solamente due lati nguali , scaleno se ha tutti i tre lati 
disuguali. 

Dippiu il triangolo dicesi rettangolo se contiene nn angolo retto , ottusan- 
golo se contiene un angolo ottnso , ed acutangolo se tatti e Ire gli angoli sono 
acuti. Nel triangolo rettangolo il lato opposto all' angolo retto chiamasi ipotenu- 
sa , e gli altri due lati diconsi cateti. 

In ogni triangolo uno qualunque dei suoi tre lati è minore della som- 
ma degli altri due. ‘Ciò rendesi evidente dalla sola definizione della linea retta ; 
imperocché la retta AB {Jig. H.* ) segna (z 53 ) il più corto cammino dal punto 
A al punto B. Adunque nel triangolo ABC deve essere 

AB<AC-\-CB. 

Il vertice C di uno qualunque degli angoli del triangolo ABC, è il vertùe 
del triangolo, c la base AB è il lato opposto; nel triangolo isoscele però più par- 
ticolarmente si suole prendere per base il lato opposto all' angolo compreso fra i 
due lati uguali. 

261. Fra i poligoni quadrilateri appellai quadrato quello che ha tutti i 
suoi lati uguali, e tutti gli angoli retti: rettanaolo quello che ha solamente tutti 
gli angoli retti : losanga 0 rombo quello che ha solamente tutti i suoi lati ugna- 
li : paraUelogramtM o romboide quello che ha i lati opposti paralleli : trape- 
zio quello che ha due soli lati paralleli. 

1 poligoni terminati da cinque lati, si appellano /lenia^out/ quelli che sono 
terminati da sei Iati, esagoni; ec. 

Quelle rette che attreversano un poligono da nn angolo all’ altro, diconsi 
diagonali. 

I poligoni si chiamano equilateri se tutti i loro lati sono uguali, eqiàangoli 
se tutti gli angoli sono nguali. 

262. Il cerchio è una figura piana terminata da una linea curva , la qnale 
ha tutti i suoi punti ugnalmente distanti da un punto medio. Questo punto dicesi 
centro , e la curva che termina il cerchio vien detta circonferenza 0 periferia 
del cerchio. Ciascuna delle rette CA, CB, CD, CE, .... {Jig- 9.* ) che dal 
centro C del cerchio si conduce alla sua cìrconf^enza, si chiama raggio. 

Qualunque retta A E che passa pel centro C e dall’ una c dall’ altra parte ò 
terminata dalla circonferenza, si nomina diametro. 
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Dalla deCnizionc del cerchio chiaramente rilcrasi, tatti i raggi essere fra 
loro uguali, e tutti i diametri essere eziandio ugnali fra loro, ed uguali al doppio 
, del raggio. 

Ogni diametro divide il cerchio e la tua circonferenza in due parti 
uguali. laratti ove si concepisca la ^gmaACEfA soprapporsi all’altra ACEgA 
in modo che sì conservi la comune loro base A E , la linea curva AfE dovrà 
concepirà coincidere esattamente con la linea curva AgE ; perocché tutti i punti 
dì queste due lince debbono ugualmeote distare dal centro. 

263. Chiamasi arco nna porzione qualunque della circonferenza , e la linea 
retta che ne unisce le due estremità si dice corda del medesimo arco : nella sue* 
cennala figura o.* FG è la corda dell’ arco Fg'G. 

Nel medetimo cerchio una corda qucuungue è minore del diametro. 
Conducendo infatti dal centro C (fig. to.* ) alle estremità A cB della corda AB 
i raggi CA e CB , sarà (260) AS<_AC-^CB, cioè (262) AB<^%AC{=.AD). 

264. Segmento di cerchio appellasi quella superficie che è compresa fra 
r arco, e la corda; e settore di cerchio quella che è terminata dall'arco, e da due 
raggi ; nella figura g.‘ la superficie FGefF esprime un segmento , 6 l’ altra 
BCDB un settore. 

26!) . Si chiama linea iscritta nel cerchio quella retta che ha le sue estro* 
mità alla circonferenza. Dicesi poi angolo iscritto nel cerchio quello che ha il 
vertice nella circonferenza e due corde per lati. 

266. Quella linea retta che incontra la circonferenza di un cerchio in un sol 
punto senza secarla , si chiama tangenie , ed il punto d’ incontro comune alla 
retta ed alla circonferenza, vien detto pimto di eotdaUe. 


CAPO n. 


DELLE BETTE CBE COEDOTTE NEL MEDESIMO PUIIO 8’ mCOSTBANO. 


26j. Qualunque retta che ne incontra un’altra ,fa con questa due an- 
goli adiacenti, dei quali la somma agguaglia due angoli retti. 

La retta CD {Jtg. tt.‘) incontri la AB nel punto D. Da questo punto à 
concepisca innalzata la perpendicolare DE alla AB ; avremo (256) 


Ma » ha pure 
Quindi sarà 


ADC+CDE-\-EDBmsADC-\- CDB. 
ADC-\-CDE-\-EDBu=ADE-^EDB. 
ADC-\-CDBu^ADE+EDB. 


Or la somma d^li angoli ADE, EDB è ugnale a dne angoli retti (z5^. Adan* 
qne sarà eziandio uguale a dne angoli retti la somma degli angoli A DÒ, CDB. 

Adunque i.** se uno degli angoli adiacenti , per esempio ADC , è retto, 
anche l’ altro CDB sarà retto. 
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2. ® Se la retta CD {Jtg. fa.*) è perpendicolare alla AB, sarà vicendeTol- 
menle la AB perpendicolare alla Cl). Poiché essendo la CD perpendicolare alla 
AB , sarà l'angolo AEG retto, e quindi ancora sarà (i.°) retto l'angolo AED. 
Adunque l' angolo AEC—AED, e oonseguentemento la è perpendicolare 
alla CO. 

3 . ° Se tre rette AD, BD, CD {Jìg. i 3 .* ) concorrano nel medesimo punto 
D in modo che la somma degli angoli ADB, BDC sia ugnale a due angoli retti, 
le due AD, CD Tormeranno una sola linea retta. Poiché se ciò non fosse, prolun> 
gando la AD verso E, le due somme 

ADB^BDC, ADB+BDE 

sarebbero fra loro uguali ; infatti ciascuna di esse equivarrebbe a dne angoli 
retti, la prima per supposizione , e la seconda per ciò che é dimostralo nella pro- 
posizione. Ora r angolo ADB é comune alle due somme. Dunque BDC= BUE, 
doé la parte ngnale al tutto , lo che é assordo. Non può dunque il prolunga- 
mento di AD essere diverso dalla retta CD. 

4 . ” Tutti gli angoli consecntivi BAC, BfAB, Bf'ABf, . . . . {Jig. a.* ) 
formati dalla medesima parte di una retta B’^C da un qualunque numero di ret- 
te BA, ffA, ff'A,. . . . concorrenti nel medesimo punto A della stessa B‘'C, 
presi insieme equivarranno a due angoli retti. 

268. Se due rette hanno due punti comuni, esse coincideranno in tutta 
ia loro estensione , nè formeranno che una sola e medesima linea retta. 

Sieno A, B ( fig. i 4 ' ) ■ due punti comuni ad entrambe le linee rette ; 
dal punto A al punto B non potendosi condurre che una sola linea retta (sSS) , 
tn A eB le due rette non potranno formarne che una solamente. Suppongasi 
pertanto cbe le medesime essendo prolungate comincino a separarsi nel punto C , 
prendendo l' una la direzione CD , e I' altra la direzione CE. Dal punto C s’ in- 
tenda innalzata la Cii'chc faccia con la CA l' angolo ACF retto. Poiché la li- 
nea ACD é retta , sarà (267. i.°) l’ angolo FCÌ) retto, e per la medesima ra- 
gione essendo la linea A CE retta , sarà retto l’ angolo FCE. Adunque l’angolo 
FCD=FCE , cioè il tutto uguale alla sua parte, lo che é assurdo. Adunque le 
due rette che hanno i due punti A e B comuni prolungate all’ infinito non mai 
si separeranno , e conseguentemente non formeranno che una sola e medesima 
linea retta. 

269. Due rette che si tagliano fanno gli angoli opposti al vertice 
uguali fra loro. 

Questa proposizione si renderà evidente con la g.* ; conciosiachè noi 
abbiamo (267) 


AEC-\-CEBob2 retti , CEB-\-BEDtaa2 retti. 

Adunque sarà 

AEC-\-CEB^CEB\-BED , > 
e quindi AEC=BED. Parimenti si ha 

CEB+BED=::BED-\-DEA , 
donde si deduce CEB—DEA. 
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Adanqne i.” I quattro angoli formali intorno al punto d’incontro di due 
rette che si secano, equivalgono a quattro angoli retti. 

2.° Ed in generale tatti gli angoli consecotivi AlCy CIE, BIG, GIB, 
BID, . . . {Jig- iS.* ) formati da un numero qualunque di rette AB, CD, 
EF , ... . che s' incontrano in nn medesimo ponto /, hanno per somma quattro 
angoli retti. 


CAPO ni. 


DEI TBianCOU , E DI AICimE DELLE LOBO PatltCIPAU FBOPBIETA’. 

I 


270. Due triangoli sono uguali, quante volte hanno un angolo uguale 
compreso tra due lati rispettivamente uguali. 

Si abbiano i due triangoli ABC, ÀBO {Jig. l 6 .‘ ) , nei quali suppon- 
gasi 

AB=AB, ACr^A'C, A=A'. 

Se al triangolo ABC a' intenda soprapposto l’ altro A'ffO in modo che il ver- 
tice A' cada sul vertice A, ed il lato A'Bf sul lato AB, per la uguaglianza di 
questi Iati , il punto B' cadrà sul punto B, e per la uguaglianza degli angoli 
Jf, A', e dei lati AC, A'O, il Iato A'C coindderà col lato AC, ed il punto O 
cadrà sul punto C. Adunque il triangolo coinciderà perfettamente col 

triangolo ABC ; sarà quindi il triangolo ABC uguale al triangolo A'ffO. 

Se dunque nei triangoli ABC, A'ffO si hanno 

AB=A'ff, AC=A> 0 , A^' ; 

si avranno altresì 

BC:=ffO, B=ff, C^O. 

271. Due triangoli sono ugmli, allorché hanno un lato uguale adia- 
cente a due angoli rispettivamente uguali. 

Propongansi i due triangoli ABC, A'ffO, nei quali sieno 

BC^O, B=ff, 0 =^ 0 . 

Se il triangolo A'ffC' snopongasi soprapposto al triangolo ABC in modo 
che il lato BO coincida col lato BC, per la uguaglianza d^Ii angoli B, B, il 
iato BA' cadrà sul lato BA, e per la uguaglianza degli altri due angoli C, O, 
il lato OA' prenderà la direzione di CA : in tal guisa il punto A' dovendosi ^ 
trovare contemporaneamente sopra BA e CA, cadrà sulla loro comune interse- 
zione A. Adunque il triangolo A'ffO coinciderà col triangolo ABC\ sarà quindi 
il triangolo ABC uguale al triangolo AffO. 

Adunque se nei triangoli ABC, AffO si hanno 

BC=^ffO,B=mff,CmsOi 
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si avraiino eziandio 

AB=A'B', AC=.A'a, AmxA'. 

272. In un Iriangolo giialungue prolungando uno dei lati , tarò V an- 
golo esterno maggiore di ciascuno degl' interni opposti. 

Si abbia il triangolo ABC (Jig. / 7 .“ ) , ed un lato di esso , per esempio 
BC si prolunghi verso F; dico essere 1 ’ angolo esterno ACF maggiore di cia- 
scuno degl'interni opposti BAC, ABC. Infatti se da B intendasi condotta pel 
punto G medio del lato AC la retta indefinita BGD , prendendo GD=aBG , c 
Gonginngcndo il punto D col punto C con la retta DC , risulterà (270) il trian* 
goto ABGssCDG, poiché per costruzione AG=GC , BG=GD , e gli angoli 
A GB, CGD sono uguali, perchè opposti al vertice (269). Sarà dunque l'angolo 
BAC=ACD. Ma ACD<,ACF \ sarà quindi axKora BAC'^ACF. 

Prolungando il lato AC verso E, si dimostrerà nello stesso modo che l' an- 
golo esiccorao l’angolo BCE— ACF, aara eziandio ABC^ACF. 

Adunque i.“ Essendo ABC^ACF, se si aggiugne ACB all’ una parte c 
all' altra della ineguaglianza , si ha ABC-tfACB^ACF-\-ACB , ossia 
ABC-{-ACB^2 retti. Quindi la somma di due angoli qualunque di un triangolo 
è sempre minore di due retti. 

2.° Un triangolo ha almeno due angoli acuti; il terzo angolo può esseA; 
acuto , retto , ovvero ottuso. 

2j3. Due triangoli sono uguali se hanno due angoli rispettivamente 
uguali , ed un lato uguale opposto net medesimo modo ad uno di guasti 
angoli uguali. 

Infatti se nei due triangoli ABC, A'B'C {Jig. f8.“ ) si lia 


B^B', C=C, AB=A'B\ 


sarà ancora BC=zB'C. Conciosiachè se i due lati BC e B'C non fossero ugua- 
li, uno di essi sarebbe maggiore dell’ altro : sia B'C^BC ; prendendo in B'C* 
una parte B'a=BC, e couducendo A'a, risulterà (270) il triangolo A'B'a^ 
enABC , poiché per costrnzione B'a=BC, e per supposizione A'B'—AB, e 
B'sszB. Laonde sarà l'aiuolo A'aB'asC; ma C^C. Dunque A'aB'—C, lo che 
è assordo (272). 

Da siffatta proposizione dcducesi che due triangoli rettangoli sono uguali , 
quando , oltre le ipotenuse ugnali, hanno ancora un angolo acuto uguale. 

274* iSe da un punto preso dentro di un triangolo , condueansi alle 
estremità di un lato due linee rette, sarà la somma di queste rette minore 
delta somma degli altri due lati. 

Da un punto qualunque 0 { fig. ig^ ) preso dentro del triangolo ABC 
condueansi alle estremità B, C del lato BC le rette OB, OC ; quindi pel mede- 
simo ponto 0 si faccia passare la retta mn , la quale sechi gli altri due lati AB, 
AC in m, n ; avremo (260) 

OB^Bm-tpmO, OC<C^Cn-\-nO , 


donde si dedurrà 


OB-\-OC <,Bm-{-mO~{-Cn-^‘nO. 
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Ma mO-^-nOastmn, ed Sarà quindi a più forte ragione 

Oti Bm-^-Am^AB , Cfl-}->^nss/tfC. Dunque 

OB-\-OC<AB+AC. 

275. Se due lati di un triangolo sono uguali rispettivamente a due lati 
di un altro triangolo , e { angolo compreso dai primi due è maggiore del- 
f angolo compreso dai secondi', sarà il terzo lato del primo triangolo mag- 
giore del terzo lato del secondo triangolo. 

Nei due triangoli ABC , -A'B'C {fig. so.* ) a abbiano AB=A'B’, 
AC^^d'O, e r angolo A'^A'. Se il triangolo A'B'C soprappongasi al triango* 

10 ABC in modo die il lato A'C coincida col suo uguale AC, il lato A'B' pren- 
derà la direzione AEF, ed il punto B' o cadrà dentro il triangolo in D, 0 sopra 

11 lato BC io E, 0 fuori del triangolo in F. 

Nel primo caso avendosi (274) AD-{-DC<.AB-\-BC, togliendo dal primo 
membro il lato AD, e dal secondo il suo uguale AB, rimarrà DC^BC , cioè 
B'C<BC. 

Nel secondo caso, in cui B' cade in E sopra di BC, è chiaro che EC ovve- 
ro B'C'<BC. 

Finalmente nel terzo caso , avendosi (260) 

£'F+£C>FC, ed EA-\-EB>AB ; 

8i otterrà 

£F+EC-j-EA-t-EB>FC-i-AB, ossia AF+BC>FC+AB. 

Togliendo AF dal primo membro di questa ultima inegua^ianza , ed AB 
dal secondo , giacché per ipotesi AF—A'ffc=.AB , si avra BC'^FC. Ma 
FC=B'C. Adunque sarà pure in questo terzo caso B'C^BC. 

Vicendevolmente se nei due triangoli ABC , A'B'C si ha AB^A'B', 
AC=bA'C, ma il lato ÉC>B'C', sarà r angolo A'^A'. Perocdiè se fosse 
AisaA', si avrebbe (270) il triangolo ABC=A'B'C', e quindi BC=BfC\ se poi 
si snpponesse^</ 4 ',per ciò che si è dimostrato finora, dovrebbe essere BCsC.B'C. 
Ma ambedue queste conseguenze sono contrarie alla supposizione. Adunque non 
può non essere A'^A'. 

276. Due triangoli sono uguali, cdlorehè hanno i ire lati rispettivae 
mente uguali. 

Sì abbiano i due triangoli ABC, A'B'C l.fig. 16.* ) , nei quali si suppoo* 
gano tutti i tre lati rispettivamente uguali , doe 

AB=A'B',AC=su^C',BCmzB'Ci ' 

dico essere altresì ngnali rispettivamente tutti i tre angoli , cioa 

AmzA', B=ze, CssC», 
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Imperocché so ì dae angoli A* non fossero ugnali fra loro, uno di essi 
sarebbe maggiore dell’ altro. Sia A>A‘ ; essendo per ipotesi AB=z4'B ' , 
AC—AfC\ sarà (27S) BC>B'C'. Ma per sopposizione BC=B'C. Non può 
dunque essere A'^A', non può cioè 1 ’ angolo A non agguagliare l'angolo A'. 
Nella medesima guisa si dimostrerebbe B=B\ C=C'. 

ZÌI. In trianij/olo isoscele gli angoli opposti ai lati uguali sono 
uguali- 

Sia il triangolo ABC {Jìg- SI.* ), ed in esso AB=AC. Dal Terlice A al 
punto medio della baseBC conducasi la retta questa dividerà il trian- 
golo ABC mdne altri triangoli ABD , ACD uguali fra loro (276). Infatti il 
\o\o-AD è ad ambedue comune, per supposizione AB:^AC , c per costruiooe 
BDbbCD. Sarà dunque 1 ’ angolo Bz=.C. 

Quindi I Il triangolo equilatero ha tutti i suoi tre angoli uguali. 

2.* La uguaglianza dei triangoli ABD, ACD dimostra nel tempo stesso 
che l’angolo BAD=CAD, e che l’angolo Adunque la retta 

AD divide l’angolo in due parti uguali, ed è (2J7)perpendicolare alla 
base BC. ' 

2 '^8. Reciprocamente se in un triangolo due angoli sono uguali, i lati 
opposti a attesti angoli saranno eziandio uguali, ed il triangolo sarà per- 
ciò isoscele. 

Propougasi il triangolo ABC [Jìg- ss* ), in cui sia l’angolo .^^CBs=s/fBC; 
sarà il lato AB=sAC. Perocché se questi due lati non fossero uguali fra loro , 
prendendo sul maggiore di essi, per esempio AB, una parte BD uguale all’altro 
lato AC, e conducendo DC, i due triangoli ABC e DBC dovrebbero essere 
(270) uguali fra loro. Infatti questi due triangoli avrebbero il lato BC comune 
ad ambedue , il lato BD=AC per costruzione , e per supposizione 1 ' angolo 
ACB^ABC. Ma è impossibile cne sia il triangolo ABC=DBC, perchè il tutto 
noo può agguagliare la parte. Adunque non può non essere il lato AB=.AC. 

Dunque un triangolo che ha i suoi tre angoli uguali è equilatero. 

279. Di due lati di uno stesso triangolo, il maggiore è quello che si 
oppone air angolo maggiore; e vicendevolmente di due angoli ai uno stesso 
triangolo, il maggiore è quello che si oppone al lato maggiore. 

Nel triangolo ABC (Jìg. s3.‘ ) sia i angolo ABC'^C ; costruendo 1 ’ an- 
golo DBC=C , nel trìangolo BCD sarà (278) il lato BDz=CD. Or noi ab- 
&amo (260) AB^AD-\-DB, ed AD^DB — AD-^DC—AC,ììm<\w 
AB<AC. 

Vicendevolmente se , sarà .^BC>C. Perocché non può essere 

ABC^C, altrimenti da ciò che si è dimostrato ora ne conseguiterebbe AB"^AC, 
lo che è contrario alla fatta sopposizione. Nè può essere a£Cm*C , perchè al- 
trimenti si avrebbe (278) ABsstAC , lo che pure ripngna alla sopposizione già 
fatta. 
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CAPO IV. 


287 


DEUE BETTE FEBTENDIC0I.1BI E DBIU OBUgVE. 


280^ Da un punto qualunque dato fuori di una retta'non può condursi 
a questa retta che una sola perpendicolare. 

Suppongasi per poco che sulla retta AB {^Jig. ad-* ) dal ponto C poe- 
sano aboassarsi due [^pendicolari CD , CE. Prolungando CD finché si abbia 
CD=DF, e congion^ndo il punto E col ponto il' con la retta EF, sarà (270) 
il triangolo CDEaFDE ; perocché per costruzione il lato CD=zDF , il lato 
DE è comune , e gli a^oli CDE, FDE sono nguali , perchè retti ^67. a.®). 
Sarà dunque l’ angolo CED=zFED ; ma per ipotesi l’ an^o CEU è retto : 
dunque anche l’ angolo FED sarà retto. Si avrà ^indi CED-\‘FEDz=:areVìu 
Ma se la somma dei due angoli adiacenti CED , FED equivale a due angoli 
retti , la linea CEFom può non essere retta (267. 3 .°). Adunque per idee 
ponti C ed /'potranno condursi le due linee rette CDF, CEF, la qual cosa è 
impossibile (abS). Non potrà ooindi da un punto qualunque dato fuori di una 
retta condursi a questa retta cne una sola perpendicolare. 

È parimente impossibile da un punto qualunque dato in una retta , 
innalzare su questa retta due perpendicolari. 

Infatti se dal medesimo ponto D {Jig. rr.® ) della retta AB potessero in» 
nalzarsi sopra la medesima AB due perpendicolari DE, DC, gli angoli ADE, 
ADC sarebbero ambedue retti , e quindi (2S7) fra loro uguali , sardbe cioè il 
tolto ugnale alla sua parte , lo che è impossibile. 

281. Da un punto situato fuori di una retta , abbassando su questa 
medesima retta la perpendicolare e diverse oblique ; sarà sempre la per. 
pendicolare più corta di una qualunque delle oblique ; due oblupte condotte 
da una parte e dalf altra della perpendicolare ad uguali distante dalla 
medesima saranno uguali ; finalmente di due oblique condotte a disuguali 
distante dalla perpendicolare, quella sarà più corta che meno si allontana 
dalla perpendicolare medesima. 

Questa proposizione ha tre parti , delle quali la prima si dimostra nella se» 
guente guisa. Dal punto C ( fig. ad." ) situalo fuori della retta AB si abbassi 
sopra questa medesima la perpendicolare CD, e una qualunque obliqua 
CG. Prolungando la CD finché si abbia DEsssCD , ed unendo il punto G col 
punto E per mezzo della retta GE, risulterà (270) il triangolo DEGasiDCG ; e 
si avrà per conseguenza CGs^GE. Ora essendo (260) CE^CG-\-GE , sarà 
iCD^zCG. Adunque CD<,CG. 

Prendendo inoltre DH=zDG , e dal punto C abbassando la obliqua CH, i 
due triangoli CDG, CDU saranno (270^ fra loro uguali , e conseguentemen* 
le CGxssCH, ciò che dimostra ad evidenza la verità della seconda parte della 
proposizione. 

Finalmente dal medesimo ponto C abbassando la obliqua CF distante 
dalla perpendicolare CD più che l’altra obliqua CG, e congiuogcndo FE, sarà 

Fol.l. 32 
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CF^FE. Qaindi nel triangolo Cfi/ avendosi (274) CG-\-GE^CF-\‘FE , 
sarà ^CG<_ 2 CF ; donde CG<^CÌ'- La obliqua cioè che più si discosta dalla 
perpendicolare è la più lunga. 

Adunque i La vera distanza di un punto da nna retta è la perpendicolare 
che dal ponto si abbassa sopra la retta ; infatti questa perpendicolare segna il 
più corto cammino dal punto alla retta. 

а. ° Da un punto dato fuori di una retta, non possono condursi a questa retta 
più di dne oblique uguali fra loro. 

3. ° Se la CD C^.z6.“ ) è perpendicolare alla AB nel suo punto medio D, 
qualunque punto E , F, G, . . . ài CD dista ugualmente dalle due estremità 
A, B della retta AB, e si ha EA^bEB, FA=FB, GA—GB, . . . 

4 . ° Qualunque punto 1 {Jig. 27 .* ) che sia situato fuori della perpeodico* 
lare CD alla retta AB nel suo ponto medio D , dista disngoalmentc dalle due 
estremità A, B della medesima AB. Infatti conduoendo lA, JB, càEB, abbia* 
mo JB'^IE’\-EB. Ma EB^EA. Dnnqoe IB^^E-ifEA, cioè IB'^IA. 

5. " Due triangoli rettangoli ABC, AffO(Jìg. a8.* ) sono uguali quante 
volte, oltre la ipotenusa AC=AC, hanno eziandio un cateto AB=sA'ff. Pe- 
rocché in questa supposizione sarà 1’ altro cateto BC—ffC. Infatti se i dne ca- 
teti BC e ffO non fossero uguali fra loro, uno di essi sarebbe maggiore dell'al- 
tro : sia ffC^BC ; prendendo in BfO nna parte ffosaBC, e conginngendo 
A* a, sarà ( 270 ) il triangolo ABC^jfffa, e conseguentemente AC—A’a. Ma 
per ipotesi AC^A'O ; dunque A'a=sA‘0, lo che è impossibile , essendo A*a 
cd AC due oblique non ugoalmente discoste dalla perpendicolare Aff, 

б . ® Nel triangolo isoscele ABC (Jig. 8 /.* ) se dal vertice A dell’ angolo 
BAC compreso dai due lati uguali AB, AC, si abbassi sopra la base BC la per- 
pendicolare AD, questa perpendicolare dividerà la base BC e l' angolo BAC in 
dne parti uguali. Infatti i due triangoli rettangoli sono (5.°) fra 
loro uguali. 


CAPO Te 

DELLE LINEE BETTE TABALLKLS. 


282 . Due rette sono parallele allorché, eesendo libiate nel medesimo 
piano e secale da una terza retta, soddisjanno ad una delle cinque se* 
guentt condizioni : i.* che In somma degli angoli interni dalla medesima 
parte sia uguale a due angoli retti ; 2 .* che steno uguali fra loro gli an- 
goli adlemi-intemi ; 3.* che gli angoli interni-esterni sieno fra loro uguali, 
4.* che uguali altresì sieno fra loro gli angoli altemi-estemi ; 5.* che la 
somma degli angoli esterni dalla medesima parte sia uguale a due an- 
goli retu'. 

Le due rette AB, CD (Jig. zg.* ) vengano secate dalla terza EF, e si 
supponga i.° BGI-\-GlD=z retti ; se in questa supposizione le rette AB, CD 
proloogalc dall' una e dall’ altra porte s’ incontrassero in un qualche punto 0, il 
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tmngolo (POAcooicrrcbbe dao angoli, dei quali la somma sarebbe ngaale a due 
rcUì , lo che è impossibile (272. i Adooqae le rette AB, CD prolungate al- 
r infinito dall’ ima parte 0 dall' altra non mai s* incontreranno > e saranno per- 
ciò parallele (208). 

2.° AGI=GID ; siccome ^C/-^-fiC/=2 retti (267) , in questo secondo 
caso si avrà ancora BGI-\-GlD=^i retti , e conseguentemente (t.'') le rette //il, 
CD saranno parallele. D' altronde se il triangolo GOI fosse possibile , sì avreb- 
be (272) r angolo esterno AGI'^GID contro la supposizione. 

o.° EGB=^GJD ; essendo (267) EGB-\-BGJ=a2Tellì , sarà pure BGI-^ 
•\-GID=itt\.Ì\: avendosi inoltre (269) EGB=^AGI, si avrà ancora AGJax 
szsGJD. Adunque il caso attuale si riduce ai precedenti. D’altronde supponendo 
possibile il triangolo GOI, dovrebbe essere (272) l’angolo esterno EGB'^GID, 
lo che è contro la sopposizione. 

U°EGB=CIF-, Y angolo CIF=GID (269), e EGB=zGID ^ 
donde ( 3 .°) i?G/-f-<7/i?=a2 retti , ed AGl=sGlD. Ma in questi casi le rette 
AB, CD sono parallele. Dunque cc. 

EGB\-DIF=2Te\\.ì-, noi abbiamo (267) C’/i’-f-Z>7/’=s2 retti : a- 
i\oìC[\ia EGB-\-DIF—ClF-\-DIF, orna EGB—CIF, e perciò (A.**) qticsto 
quinto caso riducesi ad uno qualunque dei quattro precedenti. 

283. Due rette perpendicolari ad una terza sono parallele fra hro. 

Questa proposizione deducesi immediatamente dalla precedente; poiché ove 

le due rette yiB, CD si suppongano perpendicolari alla EF, verranno soddisfatte 
tutte le cinque condizioni sopra assegnate. D’altronde se le succennate rette pro- 
lungate suiticientementc , s^ incontrassero in no qualche ponto 0 , le rette OG, 
01 sarebbero due perpendicolari condotte dal medesimo ponto 0 sopra di EF 
Io che è impossibile (200). 

284. Delle due rette Bff, A A' ( Jig. 3 o.* ) la prima si supponga essere 
perpendicolare alla VZ, e l’ altra obliqua fare con la medesima iZ gli angoli 
adiacenti //'//y non retti : se (' angolo A'AZ è acuto, prolungando 
sofBdentemenle sopra di FZ le rette AA', BBf, la obliqua A A' dovrà neces- 
sariamente incontrare la perpendicolare BBl, ed estendersi al di là della mede- 
sima secandola. 

Dal punto A sopra di YZ si concepisca innalzata la perpendicolare AX ; 
questa conterrà con la obliqua A A' on determinato angolo XAA'. Questo an- 
golo intendasi aggiunto a se stesso tante volte, quante fa mestieri perchè quindi 
ne nasca l’ angolo ottuso XAUssm.XAA', dinotando n un certo determinato 
numero intero. Prolunghisi inoltre la yZ in modo da poter prendere in essa gli 
n intervalli ugnali AB, BC, CD, DE, . . . e dai punti C, D, E, . . . s’ imma- 
ginino erette sopra della medesima YZ le perpendicolari CO, DD, EE'. . . . 

Posto ciò , gli spazii indefiniti XABB, ffBCO, .... sono tutti /ra loro 
nguali ; perchè piegando la figura lungo la perpendicolare BE', è evidente che 
le due strisce XABB', BECO si soprapporranno l' una all’altra in perfetta coin- 
cidenza. Anche gli spazii indefiniti XAA', A' A A", . . . sono fra loro nguali. 
Laonde dinotando con s, S, s', S', gli spazii indefiniti XA^, XAU, XABB', 
XAHW, avremo 

s $ 

S—ns, S'satnd, e quindi ~ = —. 

Ma si ha ; dunque sarà pores>s', Ora se le rette AA', BB prolungale 
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iadefinilamente non s'incontrassero , io spazio indeGnito Xj 4 yf compreso fra i 
lati deir angolo XAA' certamente non sarebbe maggiore dello spazio indeGnito 
XABBf compreso nella striscia XABIf. Adunque cc. 

Quindi si deduce i.° che quando due rette AB, CD ( fig. 3 i.‘ ) sono pa- 
rallele , la perpendicolare KL condotta sopra CD è pure perpendicolare ad AB; 
poiché se ciò non Tosse, le rette AB, CD prolungate saSìcientemente dovrebbero 
incontrarsi , lo che è impossibile. 

_ o I V • * j 1 -1 ii-i_ 




a CD, cioè (280) la sola AB perpendicolare alla retta KL. la quale dal ponto K 
si abbassa perpendicolarmente sopra CD. 

285 . Se due rette parallele tono secate da una terza retta ; i.° la 
somma degli angoli interni dalla stessa parte è ugnale a due retti; a.’’ gli 
angoli altetmi-iniemi sono fra loro uguali ; 3 .“ uguedi altresì sono fra loro 
gli angoli interni-esterni ; 4-“ gli angoli alterni-estemi sono uguali fra lo- 
ro ; finalmente la somma degli angoli esterni dalla medesima parte è 
uguale a due retti. 

Le due parallele AB, CD [fg. 32 .‘ ) sieno secate dalla retta EF nei 
ponti Tr ed /. Sia H\\ punto medio di Gl ; dal ponto R abbassando sopra CD 
fa perpendicolare Ri, e prolungando questa in K, i due triangoli RLt, HKG 
avranno (284. i>°) gli angoli in L,K retti, i lati opposti RI,HG uguali fra loro, 
e gli angoli opposti al vertice AT eziandio uguali fra loro ; sarà {.lif) dunque il 
triangolo RLlaHKG, e per conseguenza l' angolo AGI=iGIU. Posto ciò, 
ecco in qual modo ai dimostrano le singole parti della enunciata proposizione. 

1. “ Abbiamo {267) BGI'-^AGI=sz ; ma AGI^GID; dunque 

retti. Similmente essendo (r 7 ^?+<?/C= aretti , sarà pure 
./(?/+ C/6’=2 retti. 

2. ° Già si è dimostrato essere gli angoli interni-alterni AGI, GID ngoali 
fra loro; e siccome BGJ-]-AGJ=areHìsmGID-^GlC , pure l'angolo 
BGlBaGJC. 

3 . ® Noi abbiamo (269) EGB=sAGI ; ma AGI=sGID ; dunque EGB= 
=.G 1 D. Similmente EGA=BGJ; ma (2.°} BGJ—GIC; dunque EGA<:r.GIC. 

4 -° L'angolo EGB^AGI , come ancora CIF=G 1 D ; ma AGI^^GID ; 
dunque LGB=CIF. Nello stesso modo si dimostra essere \’a,ngo\oEGA=DIF, 
poiché EGA=BGI, D 1 F<^GIC; ma (2.°) BGI==>GIC; dunque EGA^DIF. 

5 .® Finalmente (267) EGB BGl=aTe\\\, C 7 Z)+ retti , e 
quindi EGB+BG 1 -^GID.\. DlF=BÌre[.ù. Ma (i.®) ZfC/+<?/Z?=2retti. 
Dunque EGB-\-DlF=:z retti. Similmente si dimostrerebbe essere EGA-\‘ 
-\-ClF=% retti. 

286. Due rette parallele ad una terza, sono parallele fra loro. 

Ambedue le rette AB, CD {fg. 33 .^ ) si suppurano [>arallcle alla retta 

MN ; condotta noa secante qualunque EF, sarà (280. 3 .®) l’angolo EGB=* 
^GON , e GJD=GON ; dunque EGBtsaGID ; dunque (282. 3 .®) le rette 
AB, CD Mno parallele. Questa proposizione potrebbe dimostrarsi ancora cosi : 
suppongasi che la secante EF si conduca in modo da riuscire perpendicolare 
^mAB ; essa risulterà (284- i .®) perpendicolare ancora alla Mn ; ed essendo 
perpendicolare alla .V/V, lo sara pure alla CD, Adunque le rette AB, 
CD sono ambedue perpendicolari alla EF, c cooscgucntemcnte (283) fra loro 
parallele. 

287. Due rette parallele sono da per tutto equidistanti. 
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Sieoo le due rette A A, CD (^. 34 * ) parallele. Se dai due ponti E, G 
presi ad arbitrio nella AB s'intendano abbassale le perpendicolari £F^ GH siiti 
CD, esse riosciranno (284. perpendicolari ancora alla AB , qA insieme pa- 
rallele fra loro ( 283 ). Quindi conducendo FG, i due triangoli FGE, FGH 
avranno (a 85 . 2.°) gli angoli EGF=GFff, EFG’BaFGII , ed il lato FG co- 
mune , e perciò essi saranno (271) fra loro ornali ; dunque il lato EF chs mi- 
sura la distanza delle parallele AB, CD dal punto E, sarà uguale al lato GU 
che misura la distanza delle medesime parallele dal punto G. 

288 . 17 ue angoli sono uguali, se hanno i lati rispelEvatnenle paralleli , 
e diretti nel medesimo senso. 

Infatti supponendo che gli angoli BAC, EDF {^g. 3 S.'' ) abbiano i lati 
rispettivamente paralleli e diretti nello stesso senso , se si prolunghi ED in G, 
Sara (285. 3 .°) V angolo BACsbiEGC, come ancora V angolo £GC=EDF : 
dunque BAC=EDF. 


CAPO fi. 


DI ALCUHB PBOPRIBTA' OBOLI AHOtH,! IHTBBNI ED ESTBBm DBI POUDORI. 


289. La somma dei tre angoli di un qualunque triangolo agguaglia 

due angoli retti. ^ 

Propongasi un ^Innque triangolo ABC (^. 36 .* ) ; di questo si pro- 
lunghi il lato BC in E, e per il punto C s’ intenda condotta la parallela Cb al 
lato AB ; sarà (285. 2.» 3 .®) l’angolo A=ACD, e l’angolo B=DCE. Adun- 
que la somma dei Ire angoli del triangolo è uguale alla somma dei tre angoli 
tonnati nel punto C. Ma qn^ta somma agguaglia {267. 4 -®) due angoli retti. 
Dunque ec. 

Da questa proposizione si deduce i .® che in ogni triangolo ABC prolun- 
gando uno dei suoi lati, per esempio BC verso E, l’angolo esterno ACE è ugua- 
le alla somma dei due angoli interni opposti AoB, lo che rende più generale 
la proposizione già dimostrata sopra (272) 

2. ® Che conoscendo in un triangolo due da suoi tre angoli , si ccmoscerà il 
terzo sottraendo da due aiuoli retti la somma dei due angoli dati. 

3 . ® Che se due angoli di un triangolo sono rispettivamente nguali a due 
angoli di un altro triangolo ; sarà il terzo angolo del primo triangolo uguale al 
terzo angolo del secondo triangolo. 

4 -° Che un triangolo non può avere che un solo aqgolo retto q ottusa 
(272. 2.°). 

5 . ° Che nel triangolo rettangolo la somma dei due angoli acuti è uguale 
ad un angolo retto. 

6. ® Che nel triangolo equilatero, il quale è eziandio equiangolo (277. i.®),’ 
ciascun angolo agguaglia la terza parte di due angoli retti. 

290. La somma di tutti gli angoli interni di un poligono qualunque é 
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ttQuale a tante volte due angoli retti , guanti sono i lati del poligono 
meno due. 

Propoogasi iafatlì an qoalanqac poligono ABCDE ce. IJig. 3 j.* ); se dal 
vertice di odo (tesso angolo A si conducano ai vertici degli angoli opposti 
C, D, E, ec. le diagonali AC, AD, AE, ec. sarà facile il vedere 1.“ che il po- 
ligono resterà diviso in tanti triangoli quanti sono i suoi Iati meno dne ; a.° che 
la somma degli angoli di tutti questi triangoli è uguale alla somma di lutti gli 
angoli del poligono. Ora in ogni triangolo la somma dei tre angoli è aguale a 
due retti (289)- Sarà dunque la somma di tutti gli angoli del poligono uguale a 
tante volle due angoli retti quanti sono i suoi lati meno dne (*). 

Dinotando quindi con n il numero dei lati di un qualunque poligono , sarà 
la somma di tutti gli angoli interni dello stesso poligono uguale a 2(n — 2) retti. 
Donde conseguila 

I Che la somma dei quattro angoli di un quadrilatero qualunque è agua- 
le a quattro angoli retti. Adunque se tutti gli angoli di un quadrilatero sono fra 
loro uguali , ciascuno sarà un angolo retto ; lo che fa ragione a ciò che si è sup- 
posto sopra (261) per riguardo alle definizioni del quadrato e del rettangolo. 

2.° Che la somma dei cinque angoli dì un pentagono è uguale a sei angdi 
retti ; per conseguenza se nn pentagono ha tutti gli angoli fra loro uguali , cia- 
scuno di essi equivarrà ai di un angolo retto. 


3 .° Che la somma dei sei angoli di un esagono è uguale a otto angoli retti; 
c perciò ove tutti gli angoli di un esagono fossero uguali fra loro , ciascnno di 

essi sarebbe uguale agli di un angolo retto. 

29 1 . Za somma degli angoli esterni che si formano prolungando in 
vn medesimo senso tutti i lati ai un poligono qualunque è uguale a quattro 
angoli retti. 

Nel poligono ABCD ec. {Jig. 38 .* ) prolungando i lati AB, BC, CD, ec. 
nel medesimo senso verso A', Si, C, ec. ciascuno degli angoli interni, per esem- 
pio A col suo corrispondente esterno PAB è ugnale (267) a due angoli retti ; 
sarà quindi la somma di tutti gli angoli interni ed esterni uguale a tante volte 
due retti quanti sono i lati del poligono. Ora se n è il numero di questi lati , la 
somma di tutti gli angoli interni è (290) aguale a 2(n — 2) retti. Adunque la 
somma di tutti gli angoli esterni sara 


2B retti— 2(rs — 2) retli=:4 retti. 


(*) Volendo applicare questa proposizione ai poligoni che hanno uno o più angoli nan* 
trami (^g*3p.a) , ognuno di quelli angoli dovrebbe considerarsi come maggiore di due angoli 
retti; avvertasi però che noi) e qui » c nel decorso ancora di queste geometriche istituzioni 
non intendiamo parlare di altri i^Hgoni che di quelli i quali h’tnno tutti gli angoli salienli ^ 
che si possono eziandio chiamare pot^oni convessi. 11 poligono convesso è tale che conducendo 
in esso una linea retta in quel modo che si vorrà | questa non può mai incontrare il peri* 
metro del poligono clic in soli due punti. 
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CAPO m» 


DI ALCUNE proprietà’ SEI QUADRILATERI PABALLELOGRAH»l. 


292 . Dalla proposizioDe dimostrata sopra (283) agevolmente rilevasi, che i 
qaftlrilateri quadrati e rettangoli sono (261) ancora parallelogrammi. 

In un aualsìvoglia quadrilatero parallelogrammo i lati opposti sono 
uguali fra loro , ed uguali fra loro sono altresì gli angoli opposti» 

Intatti se nel parallelogrammo ABCD (Jig- 40.* ) si concepisca condotta 
la diagonale ÀC, 1 due triangoli ABC,ADC, oltre il lato comune.^C, avranno 
eziandio (z85. 2.®) l’angolo BACz=ACD, e l’angolo ACB=iDAC. Adunque 
(271) saranno i lati AB=DC , AD=BC , e gli angoli ABC^stADC , 
BAU=DCB. 

Da questa proposizione chiaramente apparisce, che due rette parallele com- 
prese fra due altre rette parallele, sono fra loro uguali. 

298. Il quadrilatero che ha i lati opposti uguali fra loro, è un perfetto 
parallelogrammo. 

Nel quadrilatero ABCD, sopponendo AB^DC , AD=*BC , ove si con- 
duca la diagonale AC,i due triangoli ABC, ADC avranno i tre lati rispettiva- 
mente uguali , e perciò essi saranno (276) fra loro ugnali. Adunque l’ angolo 
BAC=zACD ei oegoìo ACBxsiDAC, e conse^entemente (282. 2.“) il lato 
AB sarà parallelo al lato DC, ed il lato AD parallelo al lato BC. Quindi il qua- 
drilatero ABCD sarà (261) un perfetto parallelogrammo. 

Adunque la losanga è nn quadrilatero parallelogrammo. 

294. Se due tati opposti di un quadrilatero sono fra loro uguali e 
paralteti , gli altri due tati saranno eziandio uguali fra loro e paralleli', 
e quindi il quadrilatero sarà parallelogrammo. 

Infatti se nel quadrilatero ABCD il lato AB è aguale e parallelo al lato 
DC, segnando la diagonale AC, ì due triangoli ABC, ADC risalteranno 
(270. 280. 2.°) fra loro ngoali. Adunque sarà il lato AD^BC, l’ angolo 
ACBrssDAC, e conseguentemente (282. 2.") ancora parallelo a BC. Sarà 
dnnqoe il quadrilatero ABCD nn perfetto parallelogrammo (261). 

295. Le due diagonali di un parallelogrammo si secano scambiewl- 
mente in due parti uguali. 

Nel parallelogrammo ABCD ( 7 S 7 . 4l.* ) condneendo le due diagonali 
AC, BD, i due triangoli AEB, DEC, ovvero i due AED, BEC senza veruna 
difficoltà si dimostreranno (271) uguali fra loro. Donde si dedurranno /f£'=CA', 
BE=A)E. 

Adunque nella losanga ovvero rombo ABCD ( fig. 4 ^.* ) le diagonali 
AC, BD si secano ad angoli retti. Infatti essendo (2*6 1) AB=BC, AE^CE, 
i due triangoli AB E, BCE saranno (276) uguali fra loro ; e per conseguenza 
Ugnali fra loro saranno altresì gli angoli BEA, BEC, e quindi ciascuno di essi 
sarà retto (257). 

296. Le due diagonali di un rettangolo sono fra loro uguali. 

Nel rettangolo ABCD {fig. 43.*) l’angolo ADC=tBCD , il lato 
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AD:=zBC, ed il lato ABamDC. Qaiodi condaceodo le diagonali AC^ BD, i 
trìangoli rettangoli ACD^ BDC risalteranno (270) ugnali fra loro, e consegaen- 
temente sarà AC=zBD. * 

Adanqae il quadrato ha le due diagonali fra loro uguali, che si secano scam- 
bierolmente ad angoli retti (agS). 


CAPO TDI. 


DEUJB E£TTE PERPEintICOUHI CONSISEBATB HEL CEICHtO, DBUX BETTE 
TAKCEBTl E BECiJtTI BUA CmCONFEBENZA. 


297. Una linea retta non può incontrare la eìreonferemea del cerchio in 
più ai due punti. 

Infatti se si supponesse per no tantino che una linea retta potesse incontrare 
la circonferenza in piu di due punti, dovendo tutti questi punti ugualmente distare 
dal centro del cerchio, si renoerebbe possibile ciò cne sopra (281 . 2.°) si è dimo- 
strato impossibile affatto , si potrebbe cioè da uno stesso punto abbassare sopra 
una medesima retta più di due rette uguali. Dunque ec. 

298. Nel medesimo cerchio o in cerchi uguali i gli archi uguali sono 
sottesi da corde uguali , e reciprocamente le corde uguali sottendono archi 
uguali : 2.° un arco maggiore vien sotteso da ima corda maggiore , e reci- 
procamente. 

I Siene i due cerchi uguali ABDEA, A'B'iyE'A' {Jig. 44 -* ), ed in 
questi r arco A*B=/i'a,^B' ; sarà la corda AB^A'B'. Perocché essendo i dia- 
metri AD, A'D uguali , il semicerchio A'B'Df soprapposto al semicerchio ABD 
in modo che il diametro A'D^ coincida col diametro AD,' la semicirconferenza 
A'ff DI coinciderà con la semicirconferenza ABD , e quindi supposta la ugua- 
glianza degli archi A's/B', AolB, il ponto B' cadrà sul ponto B; adunque la 
corda coinciderà esattamente con la corda AB ; si ha dunque ABamA'B'. 

Reciprocamente se la corda AB=sA'B', sarà l'arco AxBm^A'a'B'. Condu» 
cendo infatti i raggi CB, C'ff, i due triangoli jIBC, a'B'C' risalteranno n- 
guali fra loro (27C). È dunque l’angolo ACBrmA'C'B' ; e quindi soprapponen- 
do nella maniera indicala poco prima il semicerchio A'B'D' al semicerchio ABD, 
il roggio C'B' cadrà sul raggio CB, ed il punto B' sul punto B. Donde dc- 
ducesi l’ arco AxBs=A‘x'B'. 

2.° Si abbia l'arco AxC^AxB sarà la corda AC^AB. Conducasi il rag- 
gio CG ; i due lati CA, CG del triangolo AGC sono uguali ai due lati Ca , 
CB dei triangolo ABC, e l’angolo ACG'^ACB. Adunque sarà (2'jÌ)AG'^AB. 

Vicendevolmente se la coi^a , sarà [' orco A*G>A»B. Peroc- 
ché se si suppone AC^AB, con i imalesimi triangoli AGC, ABC si dimostrerà 
agevolmente 1 ' angolo ACC^ACB (ayS}, e quindi l’ arco AxG'^AxB. La se- 
cuuda parte della proposizione già dimostrata suppone essenzialmente che gli 
archi dei quali si tiene ragionamento sieoo minori della semicirconrerenza. Che se 
gli archi fossero maggiori della semicirconferenza , avrebbe luogo la proprietà 
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contraria. Infatti essendo \ìtco \^F.DG m\mK òii J^EDB jÌG AA 

primo è maggiore dulia corda j 4 fì drl secondo. 

299. Ù raggio perpendicolare alla corda di un areo qualunque , di- 
vide la corda e i arco corrispondente in due parli uguali. 

Sia AB l^Jig. 4 -d* ) la corda corrispondrnle all’ arco AEB ; se il raggio 
CE si suppone perpendicolare alla AB , ^li angoli adiacenti CDA, CDB sono 
retti , e ijuindi conducendo i raggi CA, CB, i due triangoli ACD, BCD saran- 
no rettangoli ed uguali fra loro (281. 5 .°). Adunque Alh^BD. 

Ora conducendo A E, BE. i due triangoli AED, BEO avranno il lato 
AD=BD, r angolo ADE=BDE, ed il lato DE comune ; sarà perciò (270) il 
triangolo AED=BED , c conscguentemente il lato AE-=BE. Ma a corde 
ugnali corrispondono archi nguali (298). Adunque l’arco A E corrispoodento 
alla corda A E, B.irà uguale all' arco BE corrispondente alla corda BE. Adunque 
il raggio perpendicolare alla corda ec. (*), 

3 00. Da quanto ò detto rilevasi cho il centro di un cerchio , il punto medio 
di una corda qualunque considerala in questo cerchio, e il punto medio deU'arco 
sotteso da questa corda, sono tre puuti situali sopra una medesima retta perpen- 
dicolare alla corda. Ora bustauo due punti a determinare la direzione di una 
linea retta (268); adunque ogni linea retta che passa per due dei succennali 
punti , dovrà necessariamente passare pel terzo , e sarà insieme perpendicolare 
alla corda. 

Dal nomerò precedente deducesi ancora i.° die la perpendicolare innal- 
zata sopra di una corda dal suo punto medio , passa pel centro. Imperocché 
agevolmente comprcndesi (280) siffatta perpendicolare essere quella stessa cho 
dal centro si abbassa sulla corda ; infatti ambedue queste perpendicolari passano 
pei punto medio della medesima corda. 

2.° Che due corde non possono mai secarsi scambievolmente per 
mezzo. Infatti se per poco suppongasi che le due corde AB. EF ( fig. “ ) 
scambievolmente si sechino in U per mezzo ; dal centro C al ponto D abbas- 
sando CD, qnesta dovrebbe risultare jicrpcndicolare ad ambedue le corde AB, 
EF, ed essere l’ angolo CDB^CDF, lo che è impossibile. 

3 o I . Nel cerchio t .° le corde uguali , ugualmeute disiano dal centro ; 
a.° le cor. le disuguali , disugualmente distano dal centro. 

1. ° Nel cerchio ABFEA i,fig. ^7.* ) siono uguali fra loro le corde AB, 
EF ; dal centro C abbassando, sopra queste corde le perpendicolari CD, CG, 
dico essere CDsxCG. Imperocché conducendo i raggi GA, CE, nei due trian- 
goli rettangoli ACD, ECG si avranno CA=CE, ADssEG ; saranno dunque 
questi triangoli uguali fra loro (281. 5 .°) , e per conseguenza CD=*CG. 

2. ” Sieno in secondo luogo disuguali le corde AB, EK {Jig. 4 ^-*) 
AB^EK', sarà (298. 2.“) X uno As-B^EolK. Nell’ arco maggiore 
prendasi fa'A'ognale al minoi'e AaB , conducasi inoltre la corda EF , quindi 
dal centro C si abbassino le perpendicolari CD, CI, CG sopra AB, EK, EF, 


(*) QoetU propo&itione può diaottnrsi più hrcTcmente nel modo che tegoe. I raggi 
Cdi ^ CB «ODO per rapporto alla pcrpcDdicolare CD due oblique uguali : dunque (^8i) citi 
ugualmcote ai aliootanano da questa perpendicolare, c perciò jiD=BD. 

£aaetido poi AD^BD , qiulunque punto della perpendicolare CDB ditterà ()8i. 3 .*) 
ugualmente dalle due estremità A^ B, Ora il punto B e uno di questi punii. 8arà duoqiM 
U disuma AB^BB ^ t quindi larco AE^BB (398. 1.*). 

Fol. I. 33 
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e (ìnairaento si sogni con 0 il pnnlo d’ interseiione di CG con EK ; aTremo 
CC^CO. Ma (281) CO'>CI •. dunque a più forte ragione CG'^CI. Ma (i.°) 
CGobCD: danqae CH'AGI', e perciò la minore di due corde disuguali è la più 
lontana dal centro. 

Quindi si dedace che fra latte le corde che per nn punto D {Jtg. 49 * ) 
dato dentro del cerchio AEBM/i si conducono nello stesso cerchio , la più pic- 
cola è la j 4 B perpendicolare al raggio CE che pam pel dato ponto D. Sia in* 
fatti MN un'altra corda qualunque condotta pel medesimo punto e C/ la 
sua distanza dal centra C del cerchio ; la perpendicolare CI essendo più corta 
della obliqua CD , la corda AI/V meno si allontana dal centro che la ; sarà 
dunque mN'^AB. 

802. La perpendicolare innalzata dalla estremità del raggio , è una 
tangente alla circonferenza. 

Se dalla estremità / (fig.So*) del raggio C/ s'intenda innalzata su 
questo stesso raggio la perpendicolare AB , un qualunque altro ponto D di que- 
sta perpendicolare dal centro C disterà più che il pnnlo /; infatti la obliqua CD 
è (281) più lunga della perpendicolare CI. Adunque la perpendicolare AB non 
ha che il solo punto I comune con la circonferenza , ed è perciò tangente alla 
circonferenza in questo pnnlo (266). 

itisulta da ciò che è detto non potersi dal punto I dato nella circonferenza 
MNI 3 I condurre che una sola tangente a questa circouferenza medesima- l'J per 
verità supponendo che dal punto I potesse condursi un' altra tangente diversa 
dalla AB , questa nuova tangente non sarebbe (280) perpendicolare al raggio 
Cl. Adunque il raggio CI rispetto alla nuova tangente sarebbe nna obliqua , e 
j>erciò la perpendicolare abbassala dal centro sopra questa tangente sarebbe mi- 
nore di Cl. Adunque questa pretesa tangente entrerebbe dentro del cerchio se- 
candone- la circonferenza , lo che manifestamente ripugna alla defioizioae della 
tangente. 

3 o 3 . Due rette parallele intercettano sopra la circonferenza archi 
uguali. 

Suppongasi primieramente che ambedue le rette parallele AB , DE 
{ Bg. St.‘ ) sechino la circonferenza : conduccndo il raggio CU perpendicolare 
alla corda MN, esso riuscirà ( 284 - pure perpendicolare alla sna parallela 
OP •, c quindi (299) nel punto // ambedue gli archi Off/* resteranno 

divisi in due parli uguali MIl=NII, ed 0 I 1 =PH. Donde deduccsi MII— 
—OII=\H-PH, cioè MOzzzNP. 

Suppongasi in secondo luogo che delle due parallele AB, DE [fg. Sa.* ) 

I' una sìa tangente e 1 ' altra secante alla circonferenza ; conducendo al punto di 
contatto 7 / il raggio GII , questo'risiiltando (802) perpendicolare alla tangente 
AB, sarà perpendicolare alla sua parallela MN, È dunque II il punto medio 
dell’ arco Sì UN, c quindi gli archi MII,NII cara^Tcix fra le due parallele AB, 
DE saranno uguali. 

Da ultimo se ambedue le rette parallelo ) sono tan- 

genti alla circonferenza , conducendo la secante parallela FG, sarà MU—NIf, 
ed MK^NK, e quindi MII-\-MK=^MI^NK, cioè IIMK^IINK. 
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CAPO IX. 

SELLE INTERSEZIONI DEI CE8CHI. 


304. Per tre punti dati non in linea retta , si può sempre fare pas- 
sare una eireonferensa di cerchio. 

] tre ponti dati sieno A, C {Jig. S4‘ }; oongiognendoli con le retta 
'AB, BC, si s^TOogano queste divise per metà nei punti D eò F con lo perpen- 
dicolari DE, Fù. siffatte perpendicolari prolnngate sofficìen temente debbono 
necessariamente incontrarsi in un panto 0. Esse infatti in niun caso possono ri- 
sultare parallele , perchè sopponendo per poco che in una qualche particolare 
disposizione dei tre punti A, B, C le due perpendicolari DE, FG risolboo pa- 
rallele , la retta perpendicolare a dovrebbe essere (284- i.°) perpendi- 
colare ancora ad FG, e quindi l’ angolo in H dovrebbe essere retto. Ma BH 
prolungamento di AB diflerisce essenzialmente da BF, perchè i tre punti 
A, B, C non si suppongono e»ere in nna medesima linea retta. Adunque po- 
trebbero nella fatta supposizione dal medesimo punto B abbassarsi sopra la 
stessa retta GFH le oue perpendicolari BF, BH, lo che è impossibile (280). 
Adonque le due perpendicolari DE, FG non mai potranno riuscire parallele, e 
perciò proluo^te sumcientemcnte dovranno sempre c necessariamente incontrarsi 
in un punto 0. Ora il punto 0 essendo comune alle succennate perpendicolari 
DE, FG, daterà ugualmente (281) dai tre punti A, B, C, e sara OA=OB^ 
asOC, Adunque col centro in 0, e con il raggio OA descrivendo un cerchio , 
sarà la circonferenza di questo cerchio quella che passerà per i tre punti A,B,C. 

La comune intersezione 0 delle dne perpendicolari DE, FG, è 1’ nnico 
punto che dista ugualmente dai tre punti A, B, C : un qualunque altro punto 
trovandosi fuori o dell' una, 0 dell’altra , ovvero ancora di ambedue le perpendi- 
colari DE, FG, non può ugualmente distare da A, da B, e da C. 

Quindi conseguita i che per tre punti dati non si può far passare che 
una, soia circonferenza. 

2.° Che due circonferenze non possono secarsi in più di due punti. 

305. Se le circonferenze di due cerchi si secano , la retta che unisce 
i centri di questi cerchi è perpendicolare alla retta che congiunge i due 
punti d intersezione , ed insieme la divide per metà. 

Infatti la retta AB {,fig. SS.* ), che congiunge i due punti A, B nei quali 
si secano le circonferenze dei due cerchi ABDA, ABDA, e una curda comune 
air uno e all’ altro di questi cerchi , quindi se dalia metà di questa corda si con- 
cepisce innalzata la perpendicolare , qiicsta perpendicolare dovrà (3oo. 1 pas- 
sare per ciascuno dei due centri C e 0. Or per due punti non può condursi che 
nna sola linea retta. Dovrà dunque la retta CO che unisce i centri dei due cei^ 
chi ABDA, ABDA riuscire perpendicolare alia corda AB, e nel tempo stesso 
passare per il suo ponto medio. 

3oG. Le circonferenze di tino cerchi che hanno un punto comune A 
{fg. SS.* Só’.‘ ) situato fuori della retta CC‘ che congiunge i loro centri si 
secano. Perocché iu questa supposizione i tre ponti C, O, A danno luogo al 
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f riangolo CC'^, nel quale CÀ, e C'A sono i rispettÌTl raggi dei dae cerchi. 
Or si pnò , rovesciando il triangolo CO A formare on secondo triangolo CCB 
simmetrico al primo per riguardo alla retta CO, iu cui per conseguenza si ab- 
bia CB=CA e OÈsaOA. Adunque nella fatta supposizione vi sarà nn altro 
punto B comune alle due circonferenze , e conseguentemente queste due circon- 
ferenze si secheranno. 

Quindi allorché le circonferenze di due cerchi si toccano semplicemente la 
retta CO {Jìg. 5j.‘ S8.‘ ) che congiunge i loro centri passa pel ponto di con- 
tatto A. 

E vicendevolmente, le circonferenze di due cerchi quando hanno nn ponto 
comune A situato sopra la retta CO che congiunge i loro centri, si toccano sem- 
plicemente io questo punto ; poiché se esse si secassero , la linea CO, contro la 
sopposizione, non passerebbe (3o5) pel punto comune A- 

307 . Dal detto finora nel numero precedente si deducono i seguenti 
teoremi. 

I Quantunque volle la dùlanza dei centri di due cerchi è minore 
della tomma dei raggi, ed intieme è maggiore della loro dijferenza, le eir- 
conferenze dei due cerchi , si secheranno. 

Infatti avrà luogo la intersezione allorché é possibile il triangolo CO A 
( fig. So.‘ S6.* ). Ora in questo triangolo ( 260 ) CC'<flA-\‘OA , come pure 
CO-)-CA'^OA , ossia CO'^OA — CA. Oonque cc. . . . 

2 . ° Ogni volta che la distanza dei centri di dtte cerchi è uguale edla 
tomma dei loro raggi , le circonferenze di questi cerchi si toccheranno 
esternamente {,fig. ). 

3. ° Allorché la distanza dei centri di due cerchi è uguale alla diffe~ 
renza dei loro raggi , le circonferenze di questi cerchi si toccheranno in- 
ternamente {fg. o8.‘ ). 


CAPO X. 

DELLA HISDKA DEGLI ANGOLI. 


3o8. JVel medesimo cerchio, o in cerchi uguali gli angoli uguali , 
che hanno il vertice nel centro , intercettano nella circonferenza archi 
uguali. Reciprocamente, gli angoli che nel medesimo cerchio o in cerchi 
uguali , hanno il vertice nel centro eU intercettano nella circonferenza ar- 
chi uauali , sono uguali. 

Siene C, C {J»q. Sg.‘ ) i centri dei dne cerchi uguali ABDd, A'B'D'A. 
Dico primieramente che in questi cerchi, se gli angoli ,éCB, A'C'B' sono uguali 
fra loro , saranno eziandio uguali fra loro gli archi dB, Aff. Infatti applicando 
le due figure 1’ una sull’ altra in guisa che C'A' cada sopra CA, il raggio C'B' 
w distenderà tutto sul raggio CB, e l'arco coinciderà perfettamente con 
1’ arco AB, e quindi sarà ABzza'B', 


Digitized by Google 



, *4g ■ ' 

Dico ia secondo luogo che se sì ha l'arco ÀBsaA'B', sarà l'angolo 
ACB^A'C'B' . Imperocché se questi angoli non fossero fra loro uguali , uno 
di essi , per esempio ACB, sarebbe maggiore dell' altro A'C'B' : facendo (quindi 
in ACB r angolo ACn^A'C'Bf, per ciò che sì è dimostrato , sarà 1 arco 
An=A'B'. Ma per supposizione AB=A'B' : adunque A*=AB ; cioè la parte 
uguale al tutto, lo che e assurdo. Non possono dunque gli angoli ACB,A'C'B' 
non essere fra loro ugnali. 

309 . A'el medesimo cerchio o in cerchi vgmli gli angoli al centro che 
stanno fra loro come due numeri interi, stanno eziandio come gli archi 
compresi fra i loro lati. 

Supponiamo che nei dne cerchi ugnali ABDA, A'B'iyA' (J!g. So.* ) gli 
angoli ACB, A'C'B' sieno fra loro come il numero intero m sta al numero in- 
tero n ; sopponiamo cioè che l’ angolo I , il quale la fa da unità di misura, si.i 
contenuto esattamente m Tolte nell' angolo ACB, ed n volte nell’ angolo A'C'B'. 

Gli angoli parziali ACa., *C/3, ^Cy, . . . A'C'a', a'C'^', f'C'y', . . . essendo 
tutti uguali fra loro . saranno (3o8) altresì uguali fra loro gli archi parziali Ax, 

/3y A'x', a'/3', /3V« .... e quindi tutto l' arco A B starà a tutto 

r arco A'B' nella ragione medesima del numero m al numero n. Adunque 
ACB:A'C'B'=:AB:A'B'. 

Reciprocamente, se gli archi AB, A'B' stessero fra loro come ì numeri in- 
teri m,n, gli angoli ACB, A'C'B' starebbero fra loro come i medesimi numeri, 
e per conseguenza sì otterrebbe sempre ACB:A'C'B'sssAB:A'B'. 

Imperocché gli archi parziali Ax, xjS, /3y, . . . A'x', ^'y', ... es- 

sendo uguali, uguali altresì saranno (3o8) gli angoli parziali ACx, xC3, 
/3Cy, . . . A'C'x', x'C'fi', ^'C'y> * 

310. Ma qualunque sia il rapporto dei due angoli ACB, A'C'B'[Jìg.6t.* ) 
sarà sempre ACB:A'C'Bf=iAB:A'B'. 

Infatti prendendo nell’angolo m&%^\OTO ACB ACx— A'C'B', 

se questa proporzione non ha luogo, starà l' angolo A CB all’ angolo ACx come 
r arco aB sta ad un arco maggiore 0 minore di Ax\ supponiamolo primiera- 
mente maggiore di Ax, e rapprcscutiamolo con A^, avremo 

ACB:ACx=AB:A^. 

Ora immaginando l’ arco AB diviso in jiarli ugnali , ciascuna delle quali sia 
minore di »/3, dovrà almeno uno dei punti di divisione cadere tra « e / 3 . Sia y 
questo punto ; conducendo il raggio Cy, i due archi AB, Ay staranno fra 
loro come due numeri interi , e quindi (Soq) 

ACB ACy^AB-.Ay. 

Paragonando queste due proiiorzioni una con l' altra , ed osservando che gli 
antecedenti sono i medesimi , se ne conchiuderà che i conseguenti sono propor- 
zionali , c che perciò 


A Cx\ACy=aA^:Ay. 

Ma essendo V loca Ay^A^ , perché sussistesse questa proporzione, dovrebbe 
essere ACy<.ACx ; ora al coalrarìo si ha ÀCy'^ACx ; è dunque impossibile 
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cho r angolo ACB all' angolo ACt- stia come l' arco AB sta ad un arco mag- 
giore di Ax. 

Con nn ragionamento del tatto simile al precedente dimostrerebbesi non 
potere l' angolo jtCB stare all' angolo AC* come l' arco AB sta ad un arco mi- 
nore di A%. Si avrà dunque 


ACB:AC*=AB:Ax. 


Ma ACxt^A'C'ff, AxsaA'B'. Dnnqne 


ACB:A'C'B'=AB:A'B'. 


Quindi generalmeole potrà stabilirai il teorema : il rapporto di due an- 
goli è lo stesso di quello degli are Ai compresi fra i loro lati, e descritti 
dai loro vertici come centri col medesimo raggio. 

3 1 1 . Essendo dato un angolo qualunque, se si suppone descritto un 
cerchio che abbia il s/uo centro al vertice di questo angolo, f arco compreso 
fra i suoi lati potrà servirgli di misura. 

Sia r angolo ACB {fg. de.* ) , il cni vertice C è il centro del cerchio 
ABDA. Dico essere la misura dell’ angolo ACB la stessa che quella dell’arco 
AB. Non polendosi infatti paragonare fra loro che quantità della stessa natura, 
un angolo non potrà e»ere misurato che da un altro angolo , il quale si consi- 
deri corno unità di misura ; supponendo quindi che l' angolo MCN sia questa 

aìCS 

unità , la misura di ACB sarà , . Ora so prendiamo l' arco MN per unità 

MCN 


di misura degli archi , il numero che esprimerà la misura dell’ arco AB sarà 
. dippiù pel teorema dimostrato nel numero precedente 


ACB _ AB 
MCN~ MN ‘ 

Adunque la misura di un qualunque angolo agguaglia la misura dell’ arco com- 
preso fra i suoi lati e descritto dal suo vertice come centro , prendendo per unità 
di misura di questo l’ arco compreso fra i lati dell’ angolo che ha servito di unità 
di misura per quello. 

3i2. è dunque indiflerente il misurare direitnmenic un angolo o l’arco 
compreso fra i suoi lati e descritto come sopra , ottenendosi in ambedue i modi 
■n medesimo risultamcnto ; se non che essendo molto più comodo il misurare un 
orco, è stato ormai universalmente convenuto di prendere per misura di un angolo 
l’arco compreso fra i suoi lati. Ora per unità di misura degli archi prendesi la 
SSo."* parte della intera circonferenia , e questa si chiama grci'lo. In Sai goisa 
allorché si dice che un angolo è di 3o gradi , si dovrà inteaderc ohe questo an- 

3o 

golo comprende fra i suoi lati della circoafereoza descritta dal suo vcrtioc. 

il grado come si avverti nell’ Aritmetica (G8) si suddivide in 6o parti , che di- 
ciamo mùutti primi il minuto primo in 6o parti che chiamiamo minuti secon- 
di-, il minuto secondo io 6o minuti terzi -, ec. L’ angolo retto avendo per mi- 

I 
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stira la qnarta parto della ciroonferenza sarà secondo la saccennala divisione di 
90 gradi. 

I moderni francesi dividono la qnarta parlo della circonferensa in 100 gradi, 
il grado in 100 minuti primi , il minuto primo in 100 minuti teeonJi , cc. La 
circonferenza intera resta in questo modo divisa in 4oo gradi (*), 

3 1 3 . L’ angolo formato da una tangente e da una corda ha per mi- 
sura la metà deli arco che vien sotteso dalla corda. 

L’ angolo BAE ( fig. 63 .^ ) formalo dalla corda AB e dalla tangente 
AE è ugnalo alla metà dell’arco A DB. Imperoccliè conduceodo i raggi CA, 
CB, r angolo CAE sarà (3o2) retto , e quindi nel triangolo isoscele A BC, gli 
angoli alla base essendo (27^) uguali, sarà (289. 2.°ì l'angolo a] vertice, cioè 
r angolo .//C^=2 retti — iCAB^2CAE-~-2CaB. Donde l'angolo proposto 

BAEs=CAE — CAB=s ~ ACB. Ria l’angolo ACB ha ( 3 1 1. 3 12) per mi- 
sura l'arco ADB\ dunque l’angolo BAE avrà per misura la metà del mede- 
simo arco A DB. 

3 14. E angolo ùcritta nel cerchio ha per misura la metà deli arco 
compreso fra i suoi lati. 

Sia ÀlB (,fig. 64 -* ) questo angolo. Conducendo la tangente lE, i due 
angoli EIA, ElB, avranno ( 3 i 3 j per misura la metà degli archi IDA , IDB. 

Ria r angolo proposto A 1 B=EIB — EIA. Sarà dunque — IDB IDA 3= 

=s~ AB\a misura dell'angolo AIB. 

Quindi i.° Tulli gli angoli A DB, AEB, AFB, ec. {fg. 63 .° ) iscrìtti 
nel medesimo segmento di cerchio sono fra loro uguali. 

2. ° L’angolo iscritto nel semicerchio è retto, perche ha per misurala 
quarta parte della ciroouferenza. 

3 . ° L’ angolo iscritto in un segmento maggiore della semicirconferenza è 
acuto , ed ottuso l’ angolo iscritto nel segmento minore della semicirconferenza. 

3 15. Z’ angolo che ha il suo vertice nell' interno del cerchio , ha per 
misura la semisomma degli archi compresi fra i suoi tati e fra i prò- 
huigamenti di questi stessi lati. 

Sia AIB ( jig. 66.° ) questo angolo; prolungando i suoi lati fino ad incon- 
trare la circonferenza nei punti De\ E, c conducendo la corda AD, sarà esso 
esterno rapporto al triangolo ADI, e perciò (289. «.") aguale alla somma dei 
due angoli interni o[>qoi\\ ADB, DA E. La misura dunque dell' angolo 
sarà uguale alla somma delie misure degli angoli A DB , DAE , sarà cioè 

= ~ AB-j- y DE= i {AB-tcDE). 

3 16. L'angolo formato da due secanti che s'incontrano fuori del 
cerchio ha per misura la semi Uff erenza degli archi compresi fra i 
suoi lati. 


(*) La prima divitioiie dìcesi divUione seMagc»ìmalc ^ c l.i seconda disiitiout ceiiiesimaU. 
La uiagc'or parte delle la?ote e degl' islrumeoli rsscnch stati cosini. li Kcondo l.i divisione 
smageumale , di questa ci serviremo in tutto il restante di questo corso. ficilc per alno 
tli passare da una di qqcile dirisioai all' altra per essere il loro rapporto = 36o : 
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Sia AFB[ fìg. €j* ) «HMlo angolo • comlnoondo la corda AH, ranRolo 
A EU cslcrno al triangolo AKF, sarà uguale alla somma dei doe angoli 
EAD, sarà àohAEU=.AFB-\-EAD\ donde si deduce y//’Z?a=y/ A’// — KAD, 
e consogucDtenieDle la misura dell'angolo AFB sarà ugnale alla dilFerenza del- 
le misure degli angoli AEB, EAD, vale adire &A~AB '—DE = 

Ì'^B—DE). 

3 17. Se la secante divenisse tangente al punto », l'angolo »FB avreb- 
be ancora per misnra la scmidiiTcrenza degli ardii nAB, »DE ; poiché condu- 
oeudo la corda »£ si ha l'angolo »EB=9.FB-\-F*E , e quindi a,FB= 
r=.xEB — FxE. Ora l'angolo s&'tf ha per misura la metà dell'arco »//i? (3 1 4). 
c l'angolo FxE ha per misura la metà dell' arco xUE (3i3). Adunque la mi- 
sura dell'angolo »/’5sarà= {xAB — xDE). 

Finalmente se i due lati dell'angolo, che ha il vertice ruori del cerchio , 
sono due tangenti, come AF, e BF { fig,68.* }, questo angolo avrà per misura 
la semidilferenza degli archi y/4/^ e ^rVZ?- Conducendo infatti la corda AB, 
l'angolo EAB-=xAFB-\-FBA , e perciò l’ angolo — FBA.ÌHa 


la misura dell’ angolo E AB è = — AMB , la misura dell' angolo FBA è 

I . ^ I 

— AEB. Adunque la misura dell’angolo AFB saràs=: -^[AMB — ANB), 


€ A P O XI. 

01 ALCUNI FBOBLEHI BELATITI ALLE TEORIE rUIOBA ESPOSTE. 


3 1 8. Dividere una data linea retta in due parti umali. 

Sia AB [Jig. Bg,‘ ) la retta data. Dai punti A, e È come centri, e con un 
raggio maggiore della metà di AB si descrivano due archi , i quali si sechino 
nel ponto D ; questo punto D sarà ugnalmentc distante dai punti A,e B : ti K- 
gni nella stessa maniera al di sopra o al di sotto di AB un secondo punto E, il 
quale disti ugualmente dai punti A e B , c per i punti D, E si conduca la retta 
DE ; questa retta dividerà in C la AB in due parti uguali. * 

Imperocché ciascuno dei punti D, ed E distando ugualmontc dalle estremità 
della data rctta.^.&, dovranno (281. 4-°) ambedue trovarsi nella perpendicolare 
iunalzata sopra la medesima AB dal suo ponto medio. Ma per due punti dati 
'' non può passare che una sola linea retta (253). Sarà dunque la quella stessa 
perpendicolare che divide la AB in due parti nguali. 

il a. Da un punto dato in una retta innaltare a questa retta una per- 
pendieoìare. 

Sia data la retta AB {jSg. 70.* ) ed in essa il punto C, dal quale li voglia 
innalzare una perpendicolare alla medesima AB. 
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• Si prendano i pnnli A' c B' ognalmcnlo distanti dal punto dato C : quindi 
da questi punti come centri, e con un raggio maggiore di A'C si descrivano due 
archi ; questi si secheranno nel punto U: per i punti C e I) si condnea la retta 
CD ; dico essere CD la cercata perpendicolare. 

Infatti il Danto D , distando ugualmente dai punti ^ e B\ non pnò non 
appartenere (281. alla perpendicolare innalzata dal punto medio C della 
retta A'ff. Ma per i punti C e D non può condursi altra retta diversa dalla 
CD { 203 }'; questa dunque è la cercata perpendicolare. 

La costrnzione medesima potrà servire a fare un angolo retto ACD in un 
dato punto C della data retta AB, 

020. Da un punto dato fuori di una retta abbassare a questa retta una 
perpendicolare. 

Sia data la retta indeCnita AB {Jig. 7/.* ) , e fuori di questa il ponto D, 
dal qoale faccia d’ uopo abbassare una ]>crpendicoIare alla medesima AB.- 

Dal punto D come centro , e con un raggio suflìcientcracntc grande si de- 
scriva un arco , il quale sechi la retta AB nei ponti A' c B' : da questi ponti 
come* centri , e con uno stesso raggio si descrivano due archi , i quali si sechino 
in II-, la retta DC che dal punto Dà conduce alla AB^c\ punto la per- 
pendicolare cercata. « 

Perocché ciascuno dei due punti Deà H b ugualmente distante dai ponti 
A' 0 B \ adunque la retta DC , la cui direzione viene determinata dai punti D 
ed H , sarà perpendicolare alla retta A'B' nel suo punto medio. 

321 . In un punto dato di una data retta, costruire un angolo uguale ad 
un altro angolo dato. ' 

Sia AB {fg. qa." ) la retta data , ed in essa il' punte C , nel quale cer- 
casi costruire un angolo uguale al dato angolo /INI. , 

Dal vertice K dell’ angolo dato flKl come centro , e con un raggio preso 
ad arbitrio, si descriva 1 ' arco GL terminato ai lati dell’angolo medesimo: quindi 
dal punto C come centro , e col raggio CD— KG si descriva l’ arco indefinito 
DF : finalmente dal punto D come centro , e con un raggio uguale alla corda 
dell* arco GL si descriva nn arco il quale tagli in E l’arco indefinito DF , e si 
congiunga CF ; dico essere 1 ' angolo ACE uguale all’angolo dato IIKI. 

Infatti i due archi DE, GL hanQo per eostruziooc raggi ngnali e corde 
uguali ; essi dunque sono (298. 1 .°) fra loro ngnali , donde ( 3 o 8 ) l’ angolo 
ACEsstHKI. 

822. Dividere un dato angolo in due angoli uguali. 

Sia BAC (Jig. q 3 .“ ) l’angolo dato. Nei lati AB , AC di questo angolo 
si prendano dne parli uguali AD , A E : dai punti D, E come contri, e col me- 
desimo raggio si descrivano due archi, i quali si sechino scambievolmente noi 
' punto F: congiungasi il ponto A col punto p’con la linea retta AF ; dico che 
questa retta secherà 1 ’ angolo BAC in dne angoli uguali BAF, CAF. 

Conducendo infatti le rette DF, EF, i due triangoli ADF, AEF avranno 
i.lati AD=AE, DF=iEF, ed il lato AF comune ; sarà dunque (376) il trian- 
golo ADF uguale al triangolo AEF, e conseguentemente ancora l'angolo 
BAF=.CAF. 

323 . Descrivere sopra una data retta un triangolo equilatero. 

Sia AB (Jig. qf* ) la retta data. Dai punti A, B come centri, c col rag- 
gio uguale alla AB, si descrivano due archi, 1 quali si sechino nel punto C: dal 
Fol.I. 3 i 
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. punlo C si conducano lo retto CA, CD ; il triangolo ABC sarà il cercato trian- 
golo oqailalcro. 

Perocché dalla coslmzione già fatta agevolmente dimostrasi essere ABssi 
—BC—CA. 

Con ona somigliante costruzione si. può descrivere sopra nna data retta un 
triangolo isoscele. Per ciò faro gli archi da descriversi debbono bensì avere fra 
loro uguali i raggi , ma però maggiori o minori della rolla data , avvertendo 
inoltre di non mai prendere questi raggi minori della metà della medesima 
retta (260). 

324. Dati i tre lati Ji un triangolo descrivere il triangolo. 

Siono A, B, C ( ,fig. 7Ì'.“ ) questi tre lati. Si conduca una retta indcGni- 
ta , nella quale si prenda una parlo PE=A : dal punlo V come centro, e eoa 
nn raggio uguale al secondo la lo II, si descriva un arco : dal punto E come 
centro, e con un raggio ugnalo al terzo lato C.si descriva nn altro arco il quale 
sechi il primo nel punto F : congiungasi il punto F eoa i ponti U, E; sarà 1 )EF 
il triangolo cercato. 

Dovendo (260) in ogni triangolo uno dei Ititi essere minore della somma 
degli altri due , agevolmente comprcndesi essere la soluzione di questo prublcma 
impossibile , ove la somma di due qualunque dei tre lati dati fosse minore del 
terzo. Cd in verità gli archi in tal caso non si secherebbero. 

UeS. Per un punto dato condurre una parallela mi una retta data. 

Sia A {Jig. jG.' ) il punto dato, c BC la retta data. Dal punto A come 
contro, e con un raggio snOìcienlcmcnte grande, si descriva l' arco indcGnito DF 
il quale sechi in /'la retta BC : quindi dal punto F come centro, e col medesi- 
mo raggio si descriva l'arco AG : si prenda da ultimo FH-=z. 4 G, c si conduca la 
retta All 5 sarà questa la parallela cercala. 

Congiungendo infatti il punto A col punlo F con la retta AF, gli angoli 
altemi-internì AFG, FAH sono uguali ( 3 o 8 ), e consogucnlcmente la retta All 
sarà (zSa. 2.°) parallela alla data retta BC. 

S26. Dilli i due lati a liacenti di utt parallelogrammo con f angolo 
dai medesimi compreso , descrivere il parallelogrammo. 

Sieno A, B \,fig. 77 “ ) i duo lati. Condnccndu la retta indefinita DE 
prendasi in essa la parte ÙE=aA : facciasi (Sei) al punlo l’ angolo GUE 
ugnale al dato angolo C, e si prenda DG=B: dal ponto G conducasi la 
6'/ parallela alla DE, c dal punlo E la //parallela alla Pfr ; sarà il quadri- 
latero D//C il cercalo parallelogramfno. 

lufatti per costruzione i suoi lati opposti sono fra loro paralleli ; adunque 
(2G1) ec. 

827. Trovare il centro di un cerchio , o di un arco dato. 

Nella circonferenza del dato cerchio , o nell’ arco datosi segnino ad arbi- 
trio i trapunti A, B, C {Jig. j 8 .* ) : si conducano quindi le corde AB, BC, 
le quali si dividano per metà ( 3 18) nei plinti D, E : A& questi punti ( 3 19) s' in- 
nalzino le perpendicolari DO, EO alle soocennate corde AB, BC ; il punlo 0 , 
in cui queste perpendicolari s’ incontrano sarà il centro cercato. 

Imperciocché questo centro deve( 3 oo. i.°) nel medesimo tempo trovarsi in 
DO cd m EO ; si troverà dunque nella loro comune intersezione 0 . 

Si farà la costruzione mcilesima ove si cerchi di far pass are una circonferenza 
di cerchio per i tra punti dati A, B, C non in linea ratta ( 3 o 4 ). 
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3-28. Per un punto dato condurre una langenla a l una data circonfe- 
renza di cerchio- 

Se il piiDlo A {Jig- 79.* ) è (lato nella circonrorenia , si conduca il rag- 
gio VA: quindi dal punto A s’innalzi ( 3 19) la perpendicolare AD al raggio 
VA ; sarà ( 3 o 2 ) AD la tangente cercata. 

Se poi il punto A {,fig. 80,“ ) si trova fuori della circonferenza , si con- 
giunga il centro C col punto A con la retta CA, la quale si divida per metà 
( 3 18) in 0 : da questo punto 0 come centro, 0 col raggio OC si descriva una 
circonferenza, la quale sechi la circonferenza data nel punto D : si conduca 
AD ; sarà questa la tangente cercata. 

Infatti se si conduce il raggio CD, 1 ’ angolo CD A iscritto nel semicerchio è 
un angolo retto ( 3 i 4 - ^-°)i è dunque AD perpendicolare alla estremità del rag- 
gio CD, e perciò tangente 'alla circonferenza nel punto D. 

329. Sopra una data linea retta descrivere un segmento di cerchio 
capace di un dato angolo , ossia un segmento tale che tutti gli angoli in 
esso iscritti sieno uguali ad un angolo dato. 

Sia AB {Jig- 01.* ) la retta data, c C l'angolo dato. Si prolunghi ^^di 
una lunghezza a piacere BD : si faccia ( 32 1) nel ponto B l’ angolo EBD=sC : 
dal ponto £ si elevi (819) sopra EFla. perpendicolare BO, e dal ponto medio G 
di AB s' innalzi la perpendicolare GO alla medesima AB : quindi dal punto 0 
d’ incontro delle duo perpendicolari come centro , e col raggio OB , si descriva 
un cerchio ; sarà AMD il segmento cercato. 

Perocché essendo OB un raggio perpendicolare alla retta EF nel punto B-, 
sarà (3o2) EF tangente, e perciò ( 3 io) l’ angolo ABF hnk per misura la metà 
dell’ arco ANB. Ma l’ angolo iscritto A MBha. puro per misura la metà dell’arco 
ANB ( 3 i 4 )- Adunque sarà l’angolo AMB=aABF=EBD=G; dunque tutti 
gli angoli isciitti nel segménto AJJB sono uguali all’ angolo dato C. 


CAPO xn. 

DEUX MISI7BA SELLE XBEE DEI rOUCONI. 


33 o. -Area 0 sttper/feie di una Ggura piana qualunque sono in Geometria 
termini presso a poco sinonimi. U area però indica più particolarmente la quan- 
tità suiierficiale della figura, in quanto e essa misurata, ovvero paragonata ad al- 
tre superficie. 

Le figure poi diconsi eguivalenti allorché le loro aree sono uguali , qnan- 
tnnqne nel resto sieno esse affatto dissimili. Cosi , per esempio , se T area di un 
triangolo agguaglia quella di un rettangolo , il triangolo si dirà in tal caso equi- 
valente al rettangolo , quantunque la figura triangolare sia del tutto dissimilo 
alla rettangolare. 

La denominazione di figure ugnali viene esclusivamente adoperata per 
quelle le quali possono perfettamente coincidere in tutti i loro punti , allorché n 
soprappongono l’ una all’ altra : tali sono per esempio due cerchi i quali si descri- 

* 
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vano con raggi ogaali , due triangoli che abbiano i tre lati rispcttivament e 
ngoali , ec. 

35 1. V aitezza di ciascona (Igara c la linea retta che dalla cima della fi- 
gura viene abbassala perpendicolarmente alla base. Cosi I' altezza di un paralle- 
logrammo qualunque ADCD ( /ìq. 83.“ ) è la perpendicolare EF che misura 
la distanza dei due lati opposti AB, DC presi per basì : I’ altezza di un qualsi- 
voglia triangolo ABC {Jig. 83 .‘ ) èia perpendicolare AD che dal vertice A si 
abbassa sopra 1' opposto lato BC preso per base ; 1' altezza di un trapezio 
ABCD (fig. S 4 -" ) è la perpendicolare EF àio misura la distanza dei due lati 
paralleli AB, VC : cc. . . 

332 . / parallelogrammi che hanno uguali basi ed uguali altezze 
sono eguiealenli. 

Sia AB {,fig- 8j.“ 8S.“ ) la base comune dei due parallelogrammi ABCD, 
ABEF ; so questi si suppongono avere ancora la stessa altezza , è cliiaro che le 
loro basi superiori DC , /’A' saranno situale sopra 4iua medesima retta FC jiaral- 
lela ad AB. Ciò posto , i duo triangoli ADF, BCE sono (270) uguali fra loro; 
perocché in essi si ha (28S) l' angolo FAD=EBC , e dippii per la natura dei 
parallelogrammi (292) il lalo AIB=BC, ed il lato AF=BE. Ora dal trapezio 
ABCF togliendo il triangolo ADF rcsia il parallelogrammo ABCD, e dal me- 
desimo trapezio ABCF togliendo l’altro triangolo BCE resla il parallelogram- 
mo ABEF. Adunque i due parallelogrammi ABCD, ABEF che hanno la me- 
desima base e la medesima altezza sono equivalenti. 

Col medesimo discorso sì dimostrerà che un qualunque parallelogramma 
ABCD {_fig. 8g.“ ) è equivalente al rettangolo ABEF della medesima baso e 
della medesima altezza. 

333 . Abbiasi il triangolo ABC {.fig- SS.“ ); conduccndo lo retto CD, AD 
parallele ai lati AB, BC, il parallelogrammo ABCD che quindi ne nascerà, avrà 
comune col triangolo ABC la baso e l’altezza. Ora i due triangoli ABC, ACD 
componenti l’ intero parallelogrammo ABCD, sono uguali fra loro ; adunque il 
triangolo ABC sarà la melà del parallelogrammo ABCD. Potremo quindi sta- 
bilire la seguente proposizione: ogni triangolo è la melà del parallelogrammo 
che ha la medesima base e la medesima altezza'. 

Da questa proposizione deducesi ( 332 ) primieramente che ogni triangolo è 
la metà del rettangolo che ha la medesima base e la medesima altezza ; e dippiù 
che tutti i triangoli ABC, ABD, ABE, cc. {^/ìg. 80.“ ) che hanno la medesi- 
ma base AB ed i loro vertici sopra la stessa retta CF parallela alla AB, sono 
equivalenti. 

334 .. Due rettangoli della medesima altezza stanno fra loro come le 
rispettive basi. 

Sieno ABC'D, ABEF {Jìg. go.‘ ) due rettangoli che hanno la medesima 
altezza AB : dico eh’ essi stanno fra loro come le rispettivo basi BC, BE. 

Suppónendo che queste basi sieno commensurahili fra loro, e che’stiano per 
esempio come i numeri interi 7 c 4 , è chiaro che dividendo la baso BC in setto 
jiarti ugnali , la baso BE conterrà quattro di queste parti ; quindi innalzando 
da dascun punto di divisione uua perpendicolare alla base, il rettangolo ABCD 
resterà diviso in setto rettangoli uguali ( 332 ), dei quali quattro ne conterrà il ret- 
tangolo ABEF. Laonde supponendo BC:BE=i:\. sarà pure ABCD: 
ABEF=y.^ e per consegneu/a y/BCD.A BE 1 '=BC: BE. Il ragionainento 
uicdcsimo è applicabile ad ogni altro rapporto diveiw da quello di 7:4 ; laonde 
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qualunqae sia il rapporto delle basi BC, BE, parche commensarabilc , si avrà 
sempre la proporzione 

ytBCD.ABEF—BC-.BE. 

Ma siOatta proporzione ha Inogo ancorché le hasi BC, BE { fig. gì .’ ) 
sieno incommensarabili fra loro» lofatli concedendo por poco che in (|ucslo'caso 
non sìa vera la succennata proporzione , restando gli stessi tre primi termini , il* 
quarto sarà maggioro o minore-di BE. Sopponieimolo primicramcotc maggiore 
ed uguale per esempio a BG ; sarà 

ABCD:JBEF=BC:BG. 

Ora se la BC sì divida in parti uguali , ciasc||na delle anali sia minore di EG, 
almeno un ponto di divisione cadrà fra ì punii £, e G. Sia / questo punto ; dal 
nuoto / innalzando sopra di BC la perpendicolare /A', le basi BC, BJ essendo 
fra loro commensurabili , daranno luogo alla seguente proporzione 

ABCD:AB1K=BC. BI. 

Paragonando questa proporziooe con la precedente , ne risalterà 
ABEF:AB1K=BG:BI. 

Ma il rettangolo ABEF è minore del rettangolo ABIK ; dorrebbe dunque, per- 
diè sussistesse questa ultima proporzione , essere la retta BG minore della retta 
BI ; ora al contrario essa è maggiore. Adunque è impossibile che si abbia 
ABEF:ABIK=BG:BI, e por conseguenza è eziandìo impossibile la propor- 
zione ABCD:ABEF=BC:BG. Con un ragionamento olfatto simile si dimo- 
strerebbe die il quarto termine della proporzione non può essere minore di BE; 
adunque esso dovrà necessariamente agguagliare BE. Adunque due rettan- 
goli ec. . . 

335. Due rettangoli gualunque stanno fra loro come i prodotti delle 
loro basi per le corrispondenti altezze. 

Si abbiano i due rettangoli ADCD, AEFG{^Jtg.go.* ): dopo di avere so- 
prapposto uno di questi rettangoli all' altro , e fatto coincidere uno dei loro an- 
goli retti , si prolunghino i lati EF, GF 'm II, ed / : i duo rettangoli ABCD, 
AEIID hanno la medesima altezza AD, essi perciò stanno (334) fra loro come 
le basi AB, AE ; similmente i due rettangoli AEIID, AEFG avendo l’ altezza 
medesima AE, stanno fra loro come le basi AD, AG. Adunque 


ADCD:AEfID=sAD-.AE, 

AEUD:AEFG=AD: AG. 

Moltijilicando in corrispondenza queste due proporzioni, ed osservando che ndia 
proporzione che da silfatta moltiplicazione risulta , il termine AEIID può omet- 
tersi , perché fattore comune all' antecedente ed al conseguente della prima ra- 
gione', otterremo 

ABCD:AEFG=ABX-ìO\-4Ex.AG. 
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336. L' area di un qualunque rettangolo àa per misura il prodotto 
della sua base per la sua altezza. ■ 

La liiic.T nella AH { fi<j. g3.‘ ) essendo presa per la nnilà lineano , l’ anca 
del (juadnato AEFG sana la unilà di area. Ora è chiaro dalla semplice ispezione 
della figura , che l’area del nellangolo ABCJ) contiene tanlo volle 1’ area del 
^ quadrato AEFG, quante nnità si contengono nel prodotto che risulta dal molti- 
plicare il numero delle unità lineari coutennle nella baso AB, pel nnmero delle 
onità lineari contennte nell’ altezza AD. Nel caso presente questi numeri sono 
5 c 4> cd il loro prodotto 20 esprime infatti il numero dei quadrati AEFG con- 
tenuti nel rettangolo ABCD (♦). 

Se la unità lineare non si contenesse un numero esatto di volte nella base e 
nell’ altezza del rettangolo, l’area di questo rettangolo sarebbe ugualmente 
espressa dal prodotto della sua base per la sua altezza. Perocché paragonando i 
due rettangoli ABCD, AEFG, abbiamo la proporzione (335) 

ABCD:A£FG=>ABxAD:AExAG. 

Ora prèndendo AE—AG^ì , prendendo cioè il quadrato AEFG per unità di 
misura , si ha 

ABCD.AEFGssABxADii. 

Quindi il prodotto ABxAD conterrà tante unità e parti della unilà , quante 
volte l’area del rettangolo ABCD conterrà l’ area del quadralo AEFG. Il pro- 
dotto adunque della base per l'altezza di un rettangolo, esprimerà *in tutti i casi 
r area del rettangolo. 

Un quadrato non è altro die nn rettangolo, il quale ha la base ugnale al- 
r altezza ; quindi F area di un quadralo è espressa dalla seconda potenza di 
uno dei suoi lati. 

337 . E area di un parallelogrammo qualunque ha per misura il pro- 
dotto della sua base per la sua altezza. 

Infatti un qualunque parallelogrammo è equivalente ad nn rettangolo che 
ha la medesima base e la medesima altezza (332). Ma l’ area di un qualsivoglia 
rettangolo si misura dal prodotto della sua base per la sua altezza (3o6). Adun- 
que cc. 

Da questa proposizione dcducesi che t parallelogrammi della medesima 
base stanno fra loro come le rispettive altezze , ed i parallelogrammi della 
medesima altezza stanno fra loro come le rispettive basi. Intatti dinotando 
con B, B' le basi , e con A, jF le altezze di duo parallelogrammi qualunque 
P, P, avremo 

P:P'=A.B.yF.ff. 

Ora supponendo B=B', si ha P:f'=A:A', e facendo A=zA', si ottiene 
P:P'=B:B'. Dunque ec. 


(*) La pji-oU prodotto non ha dunque qui it senso orilmctico consueto ; poiché in Arit- 
nieticA il proiiotlo o sempre detta stessa natura del molLiplie'audo , o iu generale di uno dei 
fattori , mentre adesso é dì uim specie tutta divei*sa da quella dei fatturi; poiché le sue unità 
esprimono sujicrticic c non linee. Sarà ben fatto il rileggere la nota del numero 19. 
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338. L area dì un triangolo qmlunjue ha per miì’trfi la metà del 
prodotto della sua base per la sua altezM. 

Perocché un qualunque triangolo è la metà del parallelogrammo che ha la 
medesima base e la medesima altezza (333). Ma 1’ area di questo parallelogram- 
mo è misurala dal prodotto della sua base per la sua altezza (337). Adunque oc. 

Quindi conseguita che i triangoli delta medesima base stanno fra loro 
come le rispetlioe altezze , ed i triangoli della medesima altezza stanno 
fra loro come le rispettive basi. Poiché se B, Bl esprimano le basi , ed .1, yf 
le altezze di due triangoli qualunque T , T', avremo 


T-.T: 


A.B 


2 


A'.W 


e perciò sarà T-.’P'=z.i\A , se J7=B'; e T:T'=B:ff , se A=sA. 

339 . L' area di un trapezio è ugnale alla metà del prodotto della sua 
altezza per la somma dei due tali paralleli. 

Il trapezio ABCD {(ig. gf" ) 1 conducendo la diagonale DB , si divide 
nei due triangoli DAB, BDC, i quali hanno le altezze ugnali fra loro ed alla 
EF^ altezza del trapezio ABCD, e dei quali il primo ha AB per base od il Se- 
condo DC. Ora l’area del triangolo DAB é ugnale (338) a — EFXAB , e 

j 2 

l’area del triangolo BDC è ugnale a. — EFxDC. Adunque la somma di quo» 
Bti due triangoli , o l’ area del trapezio è ugnale a 


EFXAB+ — EFxDCsm — EF(^AB+Dq. 

2 2 2 ' 

In generale nn poligono qualunque ù può per mezzo delle diagonali risol- 
vere in triangoli ; io tal guisa si potrà sempre ed agevolmente pel citato numero 
338 ottenere la misura della sua area , la quale agguaglia la somma delle arco 
di tutti i triangoli. 
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CAPO XIII. 


DI ALCCKI TEOREMI BELATITI ALLA TEORIA DELLE AREE 
ESPOSTA KEL CAPO FBECEDENTB. 


34o. Se una retta sia secata in qualunque moia in due parti, il qua- 
dralo che si costruisce sopra la intera retta , è uguale ai quadrati che si 
costruiscono sopra le due parli , più il doppio rettangolo contenuto dalle 
■medesime parti. 

Csscailu cioè la retta AB {Jig. gS.“ ) divisa in qaalunqae modo nel ponto 
F, sarà 


Si costruisca infatti il quadralo ABCD ; questo quadrato , prendendo nel 
lalo AD AG=.AF, e dal paolo G conducendo Gl parallela ad AB, come an- 
cora dal punto F tirando FA’ parallela ad Al), resterà diviso nello quattro parli 
AFIIG, mCE, FBIH, GlIED. Ora la prima AFIIG è il quadrato fatto so- 
pra ^F, essendo por costruzione AG=^AF\ la seconda //7CA' è il quadrato 
fallo so[)ra FB, poiché essendo AB — AF=sAD-^AG, cioè FB=GD, e (292) 
FB=lll, GD=I1E, è pure ///=//A’; Gnalmenle ciascuna delle altre due parti 
FA’///, GllEU è il retlaogolo che ha per misura il prodotto AFxFB. Adun- 
que oc. 

Questa proposizione concorda benissimo con quella già dimostrata nell' Al- 
gebra (i 231 por la formazione del quadrato del binomio /J+7» quale viene 
indicata dalla formolo 

(/'+7)*=/>*+7*+2/)7- 

34 1 . // Quadrato che si costruisce sopra una retta, che è la differensa 
di due altre linee rette, è uguale ai quadrati che si costruiscono sopra que- 
ste due rel(e , meno il doppio rettangolo contenuto dalle medesime. 

Cosi la retta Ali {Jig. g6.‘ ) esprimendo la differenza delle due AG, BC, 

sarà 

{ADY={AC—BC)'={ACy-if{BC)'—2ACx.BC. 

Si costruisca il quadrato ACHF sopra AC AF si prenda AEsbAB-, 
pel nunto B si conduca BG parallela a Cll,c pel punto E El parallela ad FU', 
linaliueiitc sopra BC si faccia il quadralo BLKL. Ciò posto , i due rettangoli 
EFlll, DIkL hanno ciascuno per misura ^CxF6’; togliendoli da tutta la 
figura ABl.KHF/1, In quale ha por valore {ACY-\-{BC)‘, si avrà per residuo 
il quadralo A BUE, cioè {AB)', Adunntic ec. 

Questa proposizione concorda con la forrnola algebrica 


(;»— 7)’==/’+?’— 2W- 
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342. Il rettangolo contenuto dalla tomma e dalla differenza di due 
rette, agguaglia la differenza deiguadrali di queste medesime rette. 

Sopra le due rcltc AB, AC (,fig- gj.* ) si racciauo i quadrati ABIF, 
ACDE ; quindi prolungando AB di una quantità BK=iCB , si compisca il 
rettangolo AKLE, cd il quadrato DIIIG. Dasifiatta costruzione si rende chiaro 
essere il rellangolo AKLE=ABHE-j-BKLH=ABHE-\-EDGF=ABJF — 
—DHIG. Ma AKLE=AKXAE={AB-^CB)[AB-CB), ABlF=zz[AB)\ 
DHlGss{CB)*. Sarà dunque 

{ABde.CB){AB—CS)z={AE)*~^CBY. 

Questa espressione corrisponde (86) alla formola algebrica 
0»+?)(p— ?)=/»*— ?’• 

343. In un triangolo rettangolo il quadralo fatto sopra la ipotenuta è 
uguale alla somma dei quadrali fatti sopra i due cateti. 

Si abbia il triangolo ABC {Jig. g 8 .* ) rettangolo in C : sopra i suoi tro 
iati AB, BC, CA si costruiscano i quadrati AÉDE, BCGF, CAJH-. quindi 
dal vertice C dell' angolo retto sopra la ipotenusa AB si abbassi la perpendico- 
lare CK, la quale prolunghisi in Z ; c finalmente si conducano le due diagonali 
CE, IB. 

Nei due triangoli ABT, ACE si ha il lato ABsaAE, il lato AI=AC, e 
l’angolo lAB—CAE, poiché ambedue questi angoli si compongono dcU’angolo 
retto e deir angolo CAB-, adunque (270J il triangolo ABI è uguale al trian- 
golo ACE. Ora (233) il triangolo ABI è la metà del quadrato CAIH ; il 
triangolo ACE è la metà del rettangolo AKLE ; sarà dunque il quadrato 
CAI II cqaivalenla ai TcUungoh AKLE. Nella medesima guisa dimostrasi il 
quadrato BCGF cquiralente ai rettangolo KBDL. Ma i due rettangoli AKLE, 
KBlìL presi insieme agguagliano il quadrato ABDE. Adunque il quadrato 
ABDE fatto sopra la ipotenusa è uguale alla somma dei quadrati 
CAIIl fatti sopra i due cateti BC, CA : cioè 

{AB)*={BC)'-\-[CA)'. 

Qnin^ i.° Il quadrato di uno dei due cateti c nguale al quadralo della 
ipotcnusa, meno il quadrato deU’altro cateto : cioè 

{BC)'={AB)'—{CA)', ovvero [CAf={AB)*—{Bq\ 

2. ” In un quadrato qualunque (^y.oo.*) conducendo la diago- 

nale si avrà (^AC)’=[AB)'-{-{BC)'. Ma AlissuC. Dunque [AC)*=si 
bz{AB)*, e (243) {AC)*:(AB)*ss=2:i , donde AC:AB=b\Jz:i. 

3 . ® Il quadrato ABDE {,fig. q 8 .* ) , c i duo rettangoli AKLE, KBDL, 
hanno la medesima altezza ; essi dunque ( 334 ) stanno fra loro come le basi AB, 
AK, KB. Laonde ai due rettangoli sostituendo i quadrali che sono loro equiva- 
lenti , si avrà 

{ABf:[AC)*.{CBi'mzAB.AK-.KB. 

/»/. I. 35 
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344 * In un triangolo qualunque il quadrata che ti eoetruùee sopra il 
lata opposto ad un angolo acuto , è uguale ai quadrati fatti sopra i due 
lati che comprendono t angolo acuto, meno il doppio rettangolo contenuto da 
uno di questi lati , da quello cioè nel quale cade dal vertice dell' angolo 
opposto la perpendicolare , e dalla retta compresa fra il piede della per- 
pendicolare ed il vertice deli angolo acuto. 

Nel triangolo jÌBC { fig. too.* tot.* ) se l’ angolo in Cè acolo , condii- 
cendo sopra il lato BC dal vertice jd dell’ angolo opposto la perpendicolaro 
AD, si avrà 

' ' {AB)*={ACy+{BC)*— 2 BCxDC. 

Se la perpendicolare AD cade dentro il triangolo ABC, poiché BD=z 
t=:BC — DC, si avrà ( 34 .i) {BD)'={BC -\-{DCy — 2BCXDC; quindi oggin- 
gncndo ad ambedue i membri di questa iiganglianza il quadrato di AD, si ot- 
tenk{ADy+(BDy=(BCy+{ADy-^(DCy.—2BCy(,DC,cioè {V\^){AB)'=z 
tu:iBLy-tf{ACy- 2 BCxDC. 

Che se la perpendicolare AD cade fuori del triangolo ABC, sarà BDs^ 
=DC — BC,c quindi {BDys:s[DCy-f-{BCfy — zDCy BC. Aggiugnendo ad 
ambedue i membri della equazione il quadrato di AD, si dedurrà eziandio 
{AByr^Bq'.^{Acy— 2 BCyDC.- 

345. Nei triangoli ottusangoli il quadrato che si costruisce sopra il 
lato opposto ali angolo ottuso, è uguale ai quadrati dei lati che comprendo- 
no i aìMolo ottuso , più il doppio rettangolo contenuto da uno di questi lati, 
da quello cioè nel quale prolungato cade la perpendicolare dal vertice Ael- 
i angolo opposto , e dalla retta compresa fra il piede della perpendicolare 
ed il vertice deli angolo ottuso. 

La perpendicolare che dal vertice di uno dei doe àngoli acuti del triangolo 
ottusangolo si abbassa sopra il lato opposto, non può non cadere fuori dello stesso 
triangolo. Infatti se la perpendicolare, che dal. vertice dell’angolo acuto A 
(Jig. t02.* ) del triangolo ABC ottusangolo in B si abbassa sopra il lato BC, 
cadesse nel punto D, il triangolo y/ZfO avrebbe ad un tempo stesso l’angolo 
retto A DB, e l’ angolo ottuso B, lo che è impossibile (289. 4 -‘’)- 

Cadendo dunque la perpendicolare y/Z) ifig. /oi.* ) fuori del triangolo 
ABC,i\ asTkDC=BC-\-ÒD,e qnindi( 34 o)(DC)*==( 5 C)’-f(/?Z;)*-f- 25 Cx«W. 
Aggiugnendo ad ambedue i membri aclla equazione il quadrato di AD, risul- 
terà 

{Acy=[Bcy-\-{ABy-\- 2 BCy bd. 

346^ Si abbia un qualunque triangolo ABC {fg. to 3 .* ) ; cougiiiDgendo 
il vertice A col ponto medio E della base BC per mezzo della retta AE, si 
avrà 

{An]'-\-[Acy= 2 {AE)*-\- 2 [BEy. 

lofatti , abbassando la perpendicolare AD sopra la base BC, nel ■ triangolo 
ABE sarà ( 344 ) 


[ABy=[AEy-\-{BEf~.2BEy,DE, 

c nel triangolo AEC si oltcrrà ( 345 ) 
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Qanle dae equatiooi (ommate iosieme . poiché BEsiEC, daranno 

[Affì^^{4C)->^2{AE)'^2{BEY. 

Qaiodi eonspgniia che in un qualunque parallelogrammo la somma dei 
quadrali dei lati , agguaglia la somma dei quadrati delle diagonali. 

Perocché nel parallelogrammo ABCD {Jìg. 4i‘ ) 1^ diagonali AC , BD 
secandosi scambicToImcnte in dae parti oguali nel ponto E ( 295 ), perciò il Irian* 
golo ADC darà (^Z))’-j-(Z?C)*=s2(D£']’>-f"2(<4£')*, ed il triangolo ABC darà 
parimenti {AB)*^{^BC)'^2[BE)'‘-\-2lAEiY- Laonde aggiugnendo la prima 
alla seconda equazione, si otterrà 


CAPO XIV. 


DELLE SETTE PBOPOSZIOKàU £ DELLE FIGDBE SaitLI. 


347 . Dne fignre rettilinee si dicono simili allorché hanno gli angoli rispef* 
tivamente ngnali , e proporzionali i lati omologia , qoei lati cioè che nelle dne 
figure hanno la medesima posizione , o che sono adiacenti agli angoli ugnali. 
Questi medesimi angoli si cniamano pare angoli omologhi. 

Io doe cerchi diSerenti si chiamano ancora arclà simili , settori simili , 
segmenti simili quelli che corrispondono ad angoli al centro ngnali. 

348. In un qualsivoglia triangolo la retta che si conduce parallela^ 
mente ad uno qualunque dei suoi tre lati , seca gli altri due lati in parS 
proporzionali. 

Cosi se nel triangolo ABC {Jìg. io4.* ) eì conduca la retta DE parallela* 
mente al lato BC, io dico che si avrà 

AD-.DBz:lAE:EC. 

Si conducano BE^ DC: i due triangoli DEB, DEC poggiano sopra la 
medesima base DE, e , trovandosi tra le medesime parallele DE, BC, hanno 
eziandio la stessa altezza ; essi adunque sono equivalenti (333). Ciò |> 08 to, i trian- 
goli ADE, DEB, il cui vertice comune è E, hanno la medesima altezza : essi 
adunque stanno fra loro come le rispettive basi AD, DB (338). Inoltre i trian- 
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goli ADE, DEC, il coi vertice comane è D, hanno pure la medalma altezza e 
stanno fra loro come lerispeltivc basi AE, EC. Adunque 

ADE-. DEBss^AD-.DB, 

ADE.DECss^E.EC. 

Ma essendo il triangolo DEB equivalente al triangolo DEC, le prime ra- 
gioni di queste due proporzioni sono ogoali fra loro ; per conseguenza uguali fra 
loro saranno altresì le seconde ragioni , donde 

AD.DB=zAE:EC. 

' Quindi i.° (246) 

AD-\-DB:AD=AE-\-EC:AE, cioè AB\ADsssAC:AE , 
AD-\-DB:DB=sAE-\-EC-.EC, ossia AB:DB=AC:EC. 

2.® Se a traverso di due rette AB, CD ìoS.* ) si conducano quante 
parallele sì vogliano AC, EF, GH, JK, LM, ec. . . . , queste parallele divide- 
ranno le due AB, CD io parti proporzionali , si avrà cioè 

AE.CF=EG:FJI=GI:nK:=sIL:KM=aa. . . 

Infatti prolungando le rette AB, CD 600 ad incontrarsi nel ponto O, nel 
triangolo OEF, poiché AC à parallela ad EF, si avrà (1°) 

OE-.AE—OF-.CF, donde OE:OF=ssAE:CF. ‘ 

D' altronde nel triangolo OGH, poiché EFk parallela a GH, si ha 

OE:EGz=OF:FH, donde OE:OFs=EG:FH. 

Adunque sarà 

AEiCFsaEG.FH. 

Nella medesima guisa si dimostrerebbe 

/ EG.FJ 1 =GI:IIK=IL.KM^=(X, ... 

349 • retta che teca due lati di un triangolo in parti proporzionali, 
è parallela al terzo lato. 

Nel triangolo ABC {Jig- 106.'^ ) se la rotta DE seca in parli proporzio- 
nali i due lati AB, AC, in modo che stia AD:DB=AE:EC , dico essere essa 
parallela al terzo lato BC. 

■ Imperocché suppongasi per poco che la DSìion sia parallela al Iato BC ; 
adunque un altra DFsark parallela &BC, e quindi pel teorema dimostrato nel 
numero precedente si avrà AD:DB=AF:FC. Ma per supposizione aD:DB=* 
==AE‘.EC.\inn([\ie AF:FC=:AE:EC, donde AF.AE=zFC:EC. Or questa 
ultima proporzione e evidentemeute assurda. Adunque la retta parallela a BC 
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che si condnce pel punto D, non pnò essere diversa dalla DE, c per conse- 
guenza la DE è questa parallela. 

Questa stessa conclusione avrebbe luogo , ove si supponesse AB:AD=i 
=AC:AE. Inratti questa proporzione dà — AEiAE, ossia 

DB:AD=EC:AE, donde AD.DB=AE:EC. 

3 50. La retta che seca in due ftar li uguali P angolo di un triangolo , 
divide il lato apposto in parti proporzionali ai lati adiacenti, lleciproca- 
mente , la retta , che tirata dal vertice di un angolo di un triangolo , seca 
il lato opposto in parti proporzionali ai lati adiacenti, divide /’ angolo in 
due angoli uguali. 

Si abbia H triangolo ABC ( fig. ioj.‘ ) , nel quale suppongasi la rotta 
'AD dividere l' angolo BAC in due parti uguali ; dico essere 

BD-.DC—AB-.AC. 

Conducendo infatti pel punto B la retta BE parallela alla AD iùio ad in- 
contrare in £ il prolungamento del lato CA, si avrà (348) 

BD:DC=EA:AC. 

Ma EAsssAB. Adunque 

£D:DC=AB:AC. 

Che sia poi EA = AB dimostrasi nel modo seguente. Essendo per costru- 
zione parallele fra loro le rette AD, BE, si ha (280. 3.° 2.®) l'angolo CAD= 
s=zAEB, e l'angolo BAD=ABE: ma per supposizione l'angolo CADs=BAD-, 
è dunque l’ angolo AEB=sABE. Per la qual cosa (278) il triangolo BAE sarà 
isoscele, ed il lato EA=AB. 

La proposizione inversa si dimostra assai facilmente ; poiché se si ha 
BD.DC^AB-.AC, 

ove si faccia la costruzione medesima di sopra , per cui si ottiene 

BD:DC=lEA:AC, 

risulterà EA=AB, e perciò l’angolo AEBsaABE. Ma Y angolo AEBsa 
z=CAD, r aogulo ABE^BAD. Adunque l’angolo CAD=sBAD. 

35 1. Due triangoli equiangoli hanno i lati omologhi proporzionali , e 
per conseguenza sono simili. 

I due triangoli ABC, A'B'Cf { fig. to8.* ) abbiano gli angoli rispettiva- 
mente uguali , cioè 

A==sA\ B=ff, C=C' ; 

dico che in essi i lati omologhi sono in proporzione. 

II triangolo A'B'C' soprappongasi al triangolo ABC in guisa che il lab 
A'B' cada sopra il suo lato omologo AB da in Z> ; il lato A'C' cadrà sopra 
AC da A in E per essere l’ angolo AaaA', ed il lato ffC verrà rappresentalo 
dalla rolla DE. Ciò posto, essendo 1’ angolo ADE=iff^B, sarà DE parallela 
al lato BC (282. 3.°), e perciò (348- i.“) 
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AD:AB<»AE.AC , ossia A‘B>-.ABmiA'C'.AC. 

D ' altronde couduccndo £F parellcla al lato AB, si ha puro 

AE.ACssBF-.BC, donde (292) A'C-.ACmiB'C'-.BC. 

, Adunane 

A'B':AB=»A'C':AC=B'C';BC. 

E qui è da notarsi che nei triangoli simili ilati omologhi si oppongono ad 
angoli uguali; infalli essendo l’angolo /#=/<', il lato £C è omologo al lato B*C: 
COSI pure i Iati AB, A'B' sono omologhi, e l’ angolo C=C. 

3j2. Due triangoli che hanno i lati omologhi proporzionali tono 
equiangoli e ùmili. 

Infatti so nei dne triangoli ABC, A'B'C sì supponga 

A'B':AB>=A'C':AC=B'C':BC : 

. \ • 

[ irendendo in AB la parte AD=A'B‘, e quindi conducendo DE parallela al 
ato BC, si avrà ( 35 1) 

AD:AB=AE:AC=DE:BC. 

Il primo rapporto, essendo per costruzione AD=A'B', è comune ad ambedue le 
pro|H>rzioui ; adunque gli altri rapporti sono uguali , cioè 

A'C':AC=AE:AC, B'C':BC=DE:BC. 

Qaindì dcduccsi AEsaA'C, e DE=sB'C. I triangoli adunque ADE, A'B'C 
sono fra loro uguali (276): ma il triangolo Of è equiangolo al triangolo 
ABC ; sarà dunque ancora il triangolo A'B'C' equiangolo c sìmile al trian- 
golo ABC. 

353 . Pue triangoli sono sirrà'li, se hanno un angolo uguale compreso fra 
iati pro])orzionali. 

Sia l’angolo As=A', e snpponiamo che si abbia A'B'',ABsaA'C:AC ; 
dico che il triangolo ABC c simile al triangolo A'B'C. 

Infatti applicando ., 4 ' C' da A inA", A'B' cadrà in AD,fA\\ triangolo 
in ADE. Ora per ipotesi si ha AD:AB=sAE:AC ; dunque DE è parallela a 
BC (349), ed i triangoli ABC, c ADE ossia A'B'C sono equiangoli e simili. 

33 4. Due triangoli sono simili, se hanno i lati rispettivamente pa- 
ralleli. 

Se il Iato AB è parallelo al Iato A'B', od il lato BC al lato B'C, l’angolo 
ABC è uguale all’ angolo A'B'C (288) : dipjjiù se il lato AC è parallelo al iato 
A'C, l’angolo ACB è uguale all' angolo . 4 ' C' 5 ', od anche BAC a B'A'C. 
Adunque i due triangoli ABC, A'B'C' sono equiangoli c simili. 

l'i qui si osservi che in questi triangoli simili i Iati |>aralleli sono omologhi. 
3 jj. Due triangoli che hanno i lati perpendicolari rispettivamente 
sono situili. 

Se il lato A'B' [Jig. tog." ) è per|)ondicoIare ad AB, e BfC a BC, nel 
quadrilatero BDB'E i due angoli D ci E saranno retti : d’ altronde tutti e 
quattro gli angoli del quadrilatero equivalgono insieme a quat tro angoli retti 
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(ago. I.*) ; sarà dnnqof» la somma dei due angoli DBE, DIfE uguale a doe 
rolli. Ma i due angoli DB'E, A'B'C equivalgono pure a due angoli relli (267); 
per conseguenza sarà 1 ’ angolo DBE=ABC=A'B'C'. Nella medesima guisa , 
se il terzo lato A'C si suppone perpendicolare al terzo lato AC, si dimostrerà 
l’angolo BAC^zB'A'C, e l’angolo ACB=A'C'B'. Adunque i due triangoli ‘ 
ABC, A'B'C, che hanno i lati rispeltivameute perpendicolari, sono equiangoli c 
simili (*). 

In questi triangoli simili i lati perpendicolari sono omologhi : 

356 . Tulle le rette che partono da un meJestmo punto dividono in 
parti proporzionali due parallele qualunjue. 

Se le rette ( fig. 1 io.” ) OF, OH, OK, OM, OP, ec. che partono dal 
medesimo punto O, secano le due parallele AB, CD, dico che si avrà 

EG:FH=GI.HK^IL.KM=:>LH:MP:=;X, 

Dai due triangoli simili OEG, OFHA ha la proporzione dei lati omolo- 
ghi OG:OH=EG:FII. Ma dai' duo altri triangoli simili OGI, OHK si ottiene 
ancora OG-.OH—GP.BK. Dunque starà E G:FH=sGl:IIK, Con un ragiona- 
mento del tutto simile al precedente si dimostrerà GJ:HK=sIL:KM, ec. 

357. La perpendicolare che dal vertice dell angolo retto di rm trian- 
golo rettangolo si abbassa sopra la ipotenusa, divide il Udangolo in due al- 
tri triangoli simili fra loro, e simili al triangolo totale. 

Abbiasi un triangolo ABC (, fig. ///.“) rettangolo in : so da qaesfo 
punto sopra la ipotenusa BC si abbassa la perpendicolare AD, i due triangoli 
parziali ABD, ADC risulteranno simili fra loro, e ad ABC. 

Infatti nei due triangoli ABD, ABC l’angolo £ è comune ; dippiù l’an- 
golo retto BDA è aguale all’ angolo retto BAÓ ; dunque il terzo angolo BAD 
dell’ uno è uguale al terzo C dell’ altro (289. 3 .°), c per conseguenza questi due 
triangoli sono equiangoli, e quindi simili. Nella medesima guisa si dimostrerà il 
triangolo ADC simile al triangolo ABC. Laonde i tre triangoli ADC, ABD, 
ADC sono equiangoli e simili fra loro. 

Adunque i.° La perpendicolare AD è media proporzionale tra i due seg- 
menti della ipotcnusa BC. Poiché i triangoli ABD, ADC danno BD-.AHsz 
=zAD:DC,ùotiAiì{ADy=sBDy.DC. 

3.° Ogni cateto AB, 0 AC è medio propornonale tra la intera ipotenusa 
BC, eA il segmento adiacente BD, o DC. Perocché i triangolivysc, 
danno BD:AB=AB:BC, ossia (aB)*=BDXBC: i triangoli ABC, ADC 
danno DC:AC=AC:BC, ossia (^AC)’=DCXBC. 

3 .” Sumuuuido insieme le'^ue equazioni 

{ABy=BDXBC , {ACy^DCXBC, 

si ha 

{ABp.\d,ACy—{^BDJrDC)BC=d,BC)* ; 


(*) Questo caso dei lati perpendicolari può bcnÌMÌmo o/Trire una situazione relatira dei 
dne triangoli AbCy A'B'C diverta da quella ebe li è supposta nella Ggnra : Dondimeoo pO' 
tendosi dentro uno di qnenti due triangoli costruire un triangolo i cui lati sicno paralleli ri- 
sMUivami-nie a quelli dell' altro j la dìiooslraàooe ai potrà iàr Kmpre (354) are nel etto v 

«fella nostra figura. 
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cioè il qnadrafo dilla ìpotcnnsa BC è ugnale alla somma dei onadrati dei due 
caldi AB, AC, lo che in altra guisa crasi dimostralo sopra (343). 

4-° Se da un punto qualnnqne A ti 2 .* ) della circonferenza si con- 
ducano le due corde AB, AC alle estremità del diametro BC, il triangolo 
ABC sarà'(3i4. a-”) rettangolo in A, e perciò (i.“) la perpendicolare AD sarà 
media proporzionale fra i dne segmenti BD, DC del diametro. 

3S8. Due triangoli che hanno un angolo uguale stanno fra loro come 
i rettangoli dei lati che comprendono guest angolo. 

Nei duo triangoli ABC, AEfO {Jig. tt3.* ) abbiasi l’angolo BACma 
:szB'AC' ; le perpendicolari BD, B'D' sopra le loro basi .<^(7, AO daraa- 

no (338) laonde dai triangoli simili ABD, ABlff 

BD AB , ABC 

(3ji) Si dedace . Adonque sostitoendo , otterremo 


_ AB.AC 
~ A'B'.A'C 


, donde cc. . . 


35g. Due poligoni simili sono composti di un medesimo numero di 
triangou simili rispettivamente , e similmente disposti. 

l’ropoagansi due poligoni simili qualunque ABCDec. , AB'OD' ec. 
{Jìg. 1 14-' )• Dal vertice di uno stesso angolo A condnccndo nel primo poligo- 
no io diagonali AC, AD, cc. c dal vertice dell’ angolo A omologo all'angolo A, 
conJueendo nell’ altro poligono le diagonali AO , AD>, ec. dico essere i trian- 
goli ABC, ACD, ec. rispettivamente simili ai triangoli AffU, ACff, ec. 

Poiché i poligoni sono simili , sarà (347) angolo ABC ugnalo al ano 
omologo A'B'O, c dippiù si avrà la proporzione AB:A‘E'=zBC:B'0. Adun- 
que i due triangoli ABC, AffO hanno nn angolo uguale compreso fra lati 
proporzionali ; essi per conseguenza sono (333) equiangoli e simili. Segue da 
ciò che r angolo ACB=sA'Cff, e che AC:AC=BC:B'C' : d’ altronde per 
la somiglianza dei poligoni l’angolo BCD=BfCD', c BC:B'C'=CD:C'D ; 
sarà dunque l’angolo ACD=A'CD‘, ed insieme AC:AC=ssCD:OD'. Adun- 
que ancora i due triangoli ACD, ACD' hauno un angolo uguale compreso fra 
lati proporzionali ; essi perciò sono eziandio equiangoli c simili. In una maniera 
del tutto confumic alle precedenti dimostrasi la somiglianza dei triangoli susse- 
guenti , qualunque nel resto sia il nomerò dei lati dei poligoni proposti. . 

La proposizione inversa è ugualmente vera : se due poligoni sono compo- 
sti dello stesso numero di triangoli simili e similmente disposti , questi due 
poligoni sono simili. 

Imperocché la somiglianza dei triangoli rispettivi dà l' angolo ABC^ 
=.d'B'C',.dCB=AC'B\ACD=iAC'U‘,e conseguentemente BCD=ffC'D', 

come pure VDE=ODE‘, ec Inoltre AB:AB'=BC:BC=AC-.AC== 

s=Cl):C‘D=fX. . . . Adunque ij poligoni dei.quali si tratta, hanno gli angoli 
uguali , ed i lati proporzionati ; essi per conseguenza sono simili. 

36o. / perimetri dei poligoni simili stanno fra loro come i lati orno- 
loghi. 

Infatti dalla somiglianza dei poligoni AUCDìc.., ADC'D'cc. si ha 
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donde (247) 

^B+BC-i-CD+ ... : u4'^'+£'0+C’J>+ . . . isAB:A!B=z . . . 


36 1 . Le aree di due triangoli simili stanno fra loro come i quadrati 
dei lati omologhi. 

Sieno ABC, AB'C'{ fig. sto.* ) due Iriangoli simili; urrpmoAB-.A'ffsss 
s=BC:B'C'. Ma lo perpendicolari AD, A'D' alle basi BC, B'O fonnano i trian- 
goli simili ABD, A'B'U>, donde AB:A'B'=AV:A'D' ; duoqao IiC:B'Osa 

s=AD:A'D', ossia Moltiplicando idne membri sì ottiene 


BC.AD 

BC.A<D< 




Con questa equazione si formerà agevolmente la se- 


guente proporzione BC.AD: B’O'. A'D' = {AD}* : [jfV]'* s= S 

[A'B'y= . . . Ma (338) — BC.AD è la misura dell’area del triangolo ABC^ 

I ^ 

— BC.AD' è la misura dell’ arca del triangolo A'BO. Adunque cc. 

' 362. Le aree di due poligoni simili stanno tra loro come i quadrali 
dei lati omologhi. 

Nei poligoni simili ABCD ec., A'B'OD' oc. ( fig. i triangoli 

ABC, ACD, cc. . . A'BfC , A'C'D', ec. . . . sono (3jg) simili rispettiva- 
mente ; si ha quindi (36 1) AUC:AB'C'=z{Any:{ABy , ACD:A'C'W=s 
^[AC}*:{AC'y=[ABy:{A'B'y, ec. . . Per la qual cosa sarà 


ABC.AB'Cs=>ACD:A'CD= . . . =z[ABy:{A'Bff. 

Donde (247) 

ABC+ACDJr .... : ABfC+ACI>Jr .... ; 


cioè 

ABCD ec.:A'B'CD' oc.=^{ABY:{A'ff]*. 


Da siffatta proporzione, costruendo tre poligoni M, N, P {.fig- n6 * ) si- 
mili fra loro , i cui lati omologhi sieno quelli di un triangolo rettangolo ABC , 
si deduce 


e perciò 


3I:N:P={BCY:[ABy:{ACY, 

M:N-\-Pz={BCY-.{ABY-\-{ACY. 


Ma (343) {BC)'={AnYM^(^Y’ Dunque M=N-^P. 

363. Le parti di due corde che si tagliano dentro di un cerchio sono 
propor sionali reciproramente. 

Sieno A lì, CD ( /ig. 1 ij.* ) queste corde, lo quali si srchlno scambievol- 
mente nel punto (). Coiidiicendo le rette AC, BD, i duo triangoli A CO, BDO 
hanno uguali fra loro gli angoli in 0 perchè opposti al vertice , gli angoli in A 
e D perchè iscritti nel medesimo sègmeuto (3i4. e gli angoli in C e per 
roU. 36 
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la stessa ragione; questi triangoli adunque sono (289. 3.”:35i} simili , ed 1 
loro lati omologhi danno la proporzione 

AO-.DO^CO:BO ^ 

nella quale si contiene l’ enunciato teorema. 

364. Se da un punto preso fuori di un eerehio si conducano ad esso 
due secanti terminate alf arco concavo , saranno qtteste secanti reciproca- 
mente proporsionali alle loro parli esterne. 

Sieao AB, AC 118 .*) le due secanti ; conducendo le rette 

CD, i due triangoli ABE, ACD, avendo l' angolo A comune , l' angolo B=C 
(3i4> 1.°) t avranno eziandio l'angolo AEB=sADC (289. 3.°) , e per conse- 
£[nenza saranno equiangoli e simili. Quindi i lati omologhi daranno la propor' 
xione 

'AB.ACnmAEiAD. 

S65. Se da un punto preso fuori di un eerehio ti conduca al medesi- 
tno una tangente ea una secante terminata ali arco concavo , sarà la tan- 
gente media proporzionale fra la secante e la sua parte esterna. 

Dal ponto O {.Jig. 1 tg.* ) preso fuori del cerchio ABC, conducendo a 
questo stesso cerchio la tangente OA e la secante OB, ù avrà 

OB:OAmzOA:OC. 

Infatti tirando le corde AB, AC, i due triangoli OAC, OAB risnlteranno 
simili. Imperocché questi due triangoli hanno l' angolo 0 comune, e l' angolo 
OACcsB Paragonando adunque fra loro i lati omologhi, olterre' 

mo la saccennata proporzitme , dalla quale si deduce {OAfmmOB.OC. 


CAPO XV. 


SI anctmi psobliki su qdau u soluzions nimoB oiui teoui esposte 

HEL CAPITOLO F&ECSDBHTE. 


366. Dividere una retta data in quante parti uguali ti voglia. 

Sia AB {fig. tao.* ) la retta data , la quale si voglia dividere in m parti 
nguali. Pel punto A si conduca la indefinita AC, la quale faccia con la AB un 
angolo qualunque BAC-, sopra questa indefinita AC, cominciando dal punto A, 
si porti m volte l' apertura di compasso arbitraria Aat^^6—bc= . ■ . =eC; 
quindi finalmente si oonginnga il punto C col punto B con la retta CB, ed a 
questa per i punti a, 6 , c, . . . si conducano le parallele co*, W', ed, . . . 
l)a ciò che si è dimostrato sopra (348. a.°) si ha 

Aa.Aa'amab'.afBssbe’.Bdsei , . . uneC'.dB. 
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Ma per cosirazione le m parli ab, he, , eC sono tolte ognafi fra 
loro- Dooqoe le m parli A(^, olbf, , éB saraimo eziandio fra loro 

ogoali. , _ 

In generale poi per dividere una data retta AB {Ji^. iai.‘) in parti pro> 
porziooali a quelle di nn’ altra retta data ab, si condurrà prima una retta qua» 
iuoqoe AC, sulla quale n prenderà AM=um, MNs^mn, NP—np, .... 
B<A=rb, e quindi si congiongerà BC,ei a questa si tireranno le parallele Mtn*, 
Nn', Pp', . . . 

Imperocché a motivo di nflatte parallele, le parti Aoìf, m'nf, n'pf, • . • « 
PB sono rispettivamente proporzionali alle parti AM, MN, NP, ...» BC. 
Ma qneste per coetnizione sono uguali alle parti am, mn, np, . . . , rb. 
Adunque ec. , 

367. Trovare una quarta proporzionale a tre rette date. 

Le tre rette date sieno A, È, C {fy. /ea.* ). Si faccia un angolo qnaluih 
que MON, e sopra uno dei suoi lati p. e. OMà prenda OAsaA ed OB=Bz 
quindi sopra l' altro lato ON si prenda OC^C. Ciò fatto , si congiunga AC, 
ed a questa pel punto B si conduca la parallela BD ; sarà OJ) la quarta propor* 
zionale cercata. 

Si ha infatti (348. i.°) 


OA{z=A^-.OB{^-Bl=nOC{z^C).OJ). 

Con la mcdewma oosfruzione si troverà una tersa propornonale dopo due 
rette date A, B. Imperocché questa terza proporzionale é la stessa che la quar- 
ta proporzionale dopo le tre rette A, B, B. 

368. Trovare una media proporzionale tra due rette date. 

Sieoo A, B {Jùf. is3.‘) le due rette date. Sopra la indefinita CD si 
prenda CE=mA, ed ÉFssiB ; quindi sopra la intera CF come diametro , si de- 
scriva la semicirconferenza CGF ; dal ponto E s* innalzi la perpendicotare EG 
al diametro ; sarà EG la media proporzionale cercata. 

Si ha infatti (367. 4-°) 

CBl^A):EG«nEG:EF{—B). 


369. Dividere una retta data in media ed estrema ragione. 

Una retta si dice divisa in media ed estrema ragione, allorché si divide in 
due parti in modo che la parte maggiore sia media proporzionale tra la retta 
intera e la parte minore. Posto dò , sia AB {fig. 134 .* ) la retta data. Dalla 
estremità A s’ innalzi la perpendicolare AC uguale alla metà di AB , e si con- 
giunga CB ; quindi dal ponto C come centro , e col raggio CA si descriva una 
drconferenza , la quale sechi in D la retta CB ; si prenda finalmente BE=BD. 
Dico che la retta AB é divisa nel ponto E in media ed estrema ragione. 

Prolungando infatti la retta BC in F, si avrà (365) BF:Ali=AB:BD ; 
donde (a46) BF—AB:AB—AB—BD:BD. Ma BF—ABz=BF—F[ha 
^BD=zBE, AB-BD=sAB—BEm>AE. Sarà Aao(pxe^BE-.AB=^AE:BE, 
ossia AB:BE^sBE:AE. 

3-jo. Per un punto dato dentro di un dato angolo tirare una linea 
retta, in guisa che sieno uguali fra loro le parli compreze fra il punto dato, 
ed I lati deli angolo dato. 

* 
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Sia A {,fìj. liS.* ) il punto dato dentro dell’ angolo BCD. Pel punto A 
si conduca AfJ parallela al lato CD ; si prenda qnindi EB=EC, e per i punti 
B cd Asi conduca la retta BAD-, sarà questa la linea cercata. 

Abbiamo infatti la proporziono (34») BE:EC—BA:AD. Ma per costru* 
liane BE=EC. Sarà dunque ancora BA=AD. 

371. Costruire vn quadrato equitalcnle ad un dato parallelogrammo 
0 ad un triangolo dato. > 

T.° 11 parallelogrammo dato abbia l’altezza =sA, e la base <=B. Si cer- 
chi (3G8) la media proporzionale X {rn A e B, a su di essa si costruisca il qua- 
drato ; sarà questo il quadralo cercalo. 

Infatti si ha A:X=X:B, donde X’^A.B. Ma A.B è la rliisura del paral- 
lelogrammo dato , e X' è quella del quadrato che si costruisce sopra la retta X. 
Adunque cc. 

2.0 11 triangolo dato abbia l’altezza =A, e la base =zB. Si trovi la me- 
A 

dia proporzionale X tra — e 17 , e su di essa si costruisca il quadrato ; sarà 
questo quadrato equivalente al dato triangolo. ’ 

Infatti si ha — ; X=X:B ; donde Al*= . 

2 2 

872. Costruire sopra una data retta un rettangolo equivalente ad un 
altro rettangolo dato. 

11 rettangolo dato abbia Taltoaza —A, e la base =.B, e sia da retta 
data. Si determini (SGq) la quarta proporzionale X dopo le tre rotte C, A, B; 
il rettangolo che si costruirà sopra C ed X sarà il rettangolo cercato. 

Imperocché avendosi per costruzione C\A=B:X, sarà A.B=C.X. 

375. Costruire un triangolo equivalente ai un dato poligono. 

11 poligono dato sia p. e. il pentagono ABCDE {Jig. to6.‘ ). Condneen- 
do la diagonale CE ed a questa la parallela DE, la quale incontri in F il pro- 
lungamento del luto AE, SI coogiunga CF; sarà (333) il triangolo CDE equiva- 
lente al triangolo CFE, Adunque togliendo il triangolo CDE, e ad esso sosti- 
tuendo il triangolo CFE, si avrà il quadrilatero ABCF equivalente al penta- 
gono ABCDE. Parimenti conduccndo la diagonale CA, e ad essa la parallela 
BG, che incontri in G il lato AE prolungalo, si congiunga CG ; sarà il trian- 
golo CBA equivalente al triangolo CGA. Laonde al triangolo CBA sostituen- 
do il triangolo CGA, si avrà il triangolo GCF equivalente al quitdrilatero 
ABCF, e quindi ancora al proposto pentagono .<^5CZ?£. 

Lo stesso processo si applica ad un qualunque altro poligono , facendo uno 
per volta diminuire il numero dei suoi lati , finché si giunga al triangolo equi- 
valente. 

Abbiamo veduto sopra (871) potersi sempre costruire un quadralo equiva- 
lente ad un dato triangolo. Ora ogni poligono può trasformarsi in un triangolo 
equivalente. Si potrà dunque Sempre costruire un quadrato equivalente ad un 
poligono dato. 

374. Costruire un quadrato uguale alla somma o alla differenza di 
due quadrati dati. 

Siero A, B {Jig. taq." ) i lati dei due quadrati dati. 

I.° Se fa d’ uopo costruire un quadrato uguale alla somma di questi qua- 
drati , si faccia 1* angolo retto CDE, e nei lati indefiniti di questo si prenda 
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VastA e DLsxB ; condacendo la retla a6, esprimerà (343) qnesla il lalo del 

cercato quadralo (*}. 

2.° Se si cerca un quadralo ugnale alla dilTerenza dei due quadrali dali , 
si formi pure 1’ angolo rollo CUF, e nel lalo UC di qussio angolo si prenda Di 
uguale al minore B dei due tali dali ; quindi dal pillilo h come ccnlro , e con 
un raggio ugnale al lalo maggioro A si descriva un arco di cerchio il quale tagli 
VF \a c •, sarà (343. i.°) Ve il lalo del cercalo quadralo. 

375. Costruire un quadrato che Stia ad un altro dato quadrato nella 
medesima ragione di due rette date. 

Sia ABCD {,/ìg. isS.* ) il quadrato dato , ed M, iVle due rclto dale. 
Sopra una retta ìndefiniia EF si prenda FG=M, ed FG=N\ sopra EF 
come diametro , si descriva una seinicirconfercnza ; quindi dal punto G si alzi 
Bul diametro la perpendicolare GII ; dal punto U si tirino Incordo HE, HF 
le quali si prolunghino indeiinilamcnte; sulla prima si prenda HI uguale ad AB 
lalo del quadrato dato , e per 1 si conduca IK parallela ad EF -, sarà HK il 
lalo del cercalo quadrato. 

Abbiamo iufalti (348. i.°) HK:HI=HF:nE , donde (7TA!j’:(JT/)’=« 
=(J7F)*:(//Kj*. Ma (343. 3.“) {HF)^:{HEj^=FG:EG=^M-.N . Sarà dun. 
que {HK)*:{HI}’ = M:N. Ma per costruzione (II/}* = (AB)*. Adunque 
{IJKy:{ABy=M:N. 

376. Sopra una data retta costruire un poligono simile ad un poligo- 
no dato. 

Sia ABCD ec ( fìg. lì 4 ..* ) il poligono dato, ed AlB' la retta data, sulla 
quale come lato omologo ad AB faccia d' uopg costruire un polìgono simile 
al poligono ABCD ec. 

Condneansì in questo poligono le diagonali AC, AD, ... ; al punto jF 
si faccia r angolo B* AC'=BAC, e al punto B' l' angolo A'Bf O=sABC ; le 
rette AO, B'O si secheranno nel ponto C, od il triangolo A'B'C sarà (3Si) 
simile al triangolo ABC. Nella medesima maniera costruendo sopra AO il Irian- 
• golo A'CV simile al triangola ACl) , sopra A'D' il triangola AHEf simile 
al triangolo ADE , ec.; si avrà (dog) il poligono A'B'C'D' ec. simile al poli- 
gono dato ABCD ec. 

Sì potrà ora coslrnire un poligono simile ad un poligono dato, e che stia s 

S ueslo nel rapporto di df ad IV. Imperocché to A è uno dei lati del poligona 
alo, ed X il lato omologo nel poligono cercato , dovrà essere (362) X':A*:^ 
=zM:N. Adunque cercando X come nel n.° 376 , e coslrucndo su di esso un po- 
lìgono simile al poligono dato , starà quello a questo come A/ ad N. 

377. Essendo dati due poligoni simili P, P', costruire un terzo poli- 
gono P" simile ai dati, ed insieme uguale alla loro somma, ovvero alla loro 
dijferenza. *' 

Sieno A, A' due lati omologhi dei poligoni dati. Si faccia (374) un qua- 
drafo uguale alla somma o alla dilferenza dei quadrati fatti sopra A, A; chia- 
mando A" il lato di questo quadrato , sarà nel cercalo polìgono il lato omo- 


(*} Si pu6 troTarc ancora un quadrato aguale alia lomina di quanti quadrati ai vorrà. la- 
perocebe quella cosiruoune che ne riduce due ad un lolo , ne ridurrà Ire a due, c qucala 
daa ad uno , e cori dogli altri. 
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logo ad A-, A nei dati poligoni P, P'. Si coslrnìra in legaito il poligono P” 
col metodo del numero precedente. 

Abbiamo ioralti (362) 

donde P±P:P'=A±A':A>*. 

\ 

Ma per costmaone A'*=:A*+A’. Sarà dunque P'sssP+P. 

378. Estendo doli due poligoni gualungue P. Q, eottruù-e un tersa po' 
ligono , il quale sia simile af ed insieme equivalente a Q. 

Si cerchino primieramente f3j3) i due quadrati rispetlivamente eqnÌTaIeoti 
ai due poligoni dati P, Q; i lati poi di questi quadrali si dicano M, l/, e ù di* 
noti con A uno dei lati del poligono P ; si trovi la quarta proporzionale X alle 
tre rette M, Al, A, e sulla a come lato omologo ad A si costruisca un poligono 
y umile al poligono P. Dico che sarà Y equivalente ancora al poligono Q- 
Si ha rafatti P:YtsaA*:X' ; ma per costruùone M‘:N*saA*:X‘ ; dunque 
starà P;K=Af*;iV*. Ma si ha pure per costrnzione M'ssbP, Al'aoQ, Dunque 
P.YmaP-.Q, donde si deduce Y^Q. 


CAPO XVf. 


Pii POUGom KieoLAu, pula visura delza cncoNrmiHzA 

E SEU.’AB£A DU. CERCBIO. 


^ 379. I poligoni che sono equilateri ed insieme equiangoli si appellano poli-^ 
goni regolari. 

Posto ciò , agevolmente si dimostra che due poligoni regolari di un mede' 
timo numero di lati tono due Jigure simili. 

Si propongano, per esempio, i due pentagoni re^XanABCDE.A'PCPEf 
{Jìg. 19$.* )■ La somma degli angoli essendo nell’ una e nelTaltra Ggura ugnale 
a sei angoli retti (290. 2.°) , l' angolo A sarà la quinta parte di questa somma 
ugualmente che l' angolo A ; odunque l' angolo A^À'. Per la ragione mede- 
sima Passfi*. €=0, ec. Avendosi inoltre A BaBC^CD*=ec. , e Affss 
=P'C“C'P's=ec. è diiaro potersi stabilire le seguenti proporziooi 

AB:AP^BC:BfC:=CD-. CD'=zec. 

Adunque le due proposte Egare ABCDE, A POPE hanno gli angoli ugnali 
cd i lati omologhi proporzionali ; esse per conseguenza sono simili ( 347 ). 

Adunque ( 3 oo. 362) i perimetri di due poligoni regolari di un medesimo 
numero di lati stanno fra loro come i lati omologhi , e le loro superficie come i 
quadrati di questi medesimi lati. 

38 o. Un poligono allora è iscritto nel cerchio , quando i vertici di tutti i 
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noi angoli sono snlla circonrerenza ; in qaesto caso il cérchio ù dice eircoscrù- 
to al poligono. Un Mligono inoltre è eircoscrilto al cerchio quando tutti i suoi 
lati sono tangenti alla ciroonferenza, nel qual caso si dice che il cerchio è iteriti 
to nel poligono. 

Ora io dico che ad ogni poligono regolare si può circoscrivere ed iteri' 
vere un cerchio. 

Sia ABCDec. {Jig- ì3o.* ) no poligono regolare qualunque. Se si divi-, 
dano gli angoli A,e B 'm due parti uguali con le rette AO e BO, e dal punto 
0 di concorso si conduca OC ; i due triangoli AOB , BOC risulteranno ugnali 
fra loro , poiché si ha AB^BC, il lato OB comune , e 1* angolo ABO^OBC. 
Adunque OAbbOCcbOB. Si dimostrerà similmente OB=OD=OCt ec. 

Dal detto conseguita che il ponto 0 è il centro del cerchio circoscritto al 
poligono proposto , che le rette condotte da questo centro agli angoli del poli» 
gono sono uguali , che esse dividono questi angoli in due parti uguali , che fm*- 
mano i triangoli isosceli AOB, BOC, COD, ec., e che finalm ente gli angoli al 
centro AOB, BOC, COD, ec. . . sono nguali fra loro. 

Le corde AB, BC, CD, , . . ugualmente distano dal centro 0; le per» 
pendicolari dunque 01, OP, OP', . . . sono ugnali (3oi. i.°J. Laonde ove 
dal centro 0 col raggio 01 si descriva no cerchio , la sua circonferenza toccherà 
flitti i lati del poligono nei loro ponti medii I, I', I", . . . 

38 1. Allorché dunque il poligono regolare è dato , qualunque nel resto sia 
il numero dei suoi lati, si sapra sempre ed agevolmente circoscrivere ed iscrivere 
al medesimo un cerchio. Il problema inverso consiste nell’ iscrivere e circoscrìvere 
a un dato cerchio un poligono regolare di no determinato numero di lati : ma 
noi siamo molto lontani dal sapere risolvere questo problema in generale. Espor- 
remo per altro alcuni casi particolari , nei quali se ne può trovare la soluzione. 

Prìma però faremo osservare che quando un poligono regolare è iscritto 
in un cerchio , è facile circoscrivere al medesimo cei’cAio un simile poligo- 
no regolare ; e reciprocamente. 

Sia infatti ABCDtc. il dato poligono regolare iscritto. AI punto T medio 
deir arco AB sì conduca la tallente AS, e si faccia la stessa cosa ai punti T', 
T", . . . medii di ciascuno degli altri archi BC, CD, . . . Queste .tangenti 
formeranno con le loro intersezioni il poligono regolare circoscritto AD&& ec. 
simile al poligono iscritto ABCDec. 

Imperocché i lati AB', B'C, OD*, . . . essendo (299. 3oa. 280) ri- 
spettivamente paralleli ai lati AB, BC, CD, . . ; sarà (28^ l’angolo A'zsA, 
r angolo B‘=B, l’ angolo C=C, . . . Dippin l’ angolo lÓP è diviso in due 
parti uguali da OB, perché ^ è il ponto medio dell arco TT' : iì altronde il 
triangolo TOB èugiiale al triangolo T'OB (281. 5.°), e perciò l'istesso angolo 
lOP è diviso ancora in due parti uguali da Off ; aduMue i tre ponti 0, B, ff 
sono in linea retta. Lo stesso ha luogo per i punti 0, C, C ; 0, D, D'; ec. Dal 


detto risulta = 
A li 


AB OB BC 


i# V. OB j j AB 
Off'ffC'^Off''^°^'^^Aff 


BC 


CD 


guisa si dimostrerebbe =ec. 

ff\j 


BC 

ffO' 


Nella medesima 


Redprocameote se il poligono circoscrìtto ec. è dato, si condur- 

ranno dal centro 0 le rette OA, Off, OC, OD', ... ; quindi per i punti 
A, B, C,D, . . . , nei quali esse secauo la circonferenza, si condarranno le 
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cordo AB, BC, CD, . . . , ed il poligono regolare ABCD ec. sarà iscritlo. 
382 . Jserii'cre un quadrato in una data cirronfcrtnx.a. 

IV'cila data circoiiforcnza si conducano duo diametri AC, BD { fig. t3t.* ), 
i qnali scambievolmente si sechino ad angoli rolli ; congiungendo le estremità 
A, B, C, D, la figura ABCD, che quindi risulterà , sarà il quadrato iscritto. 
Si vede infatti aver 6ssa i qiiallro angoli rolli ed i lati uguali. 

Il triangolo AOD ù rettangolo ed isoscele ; si avrà perciò 

(AEY={AOf-\-{BO)*= 2 {^AOj* donde AB=:iA 0 \j 2 , ed V^- 


Adonqìie il lato del quadrato iscritto in un cerchio è incommensurabile col 
raggio del medesimo eercltio. ' 

383. Jscriecre un esagono regolare, ed un triangolo equilatero in una 
eìrconferenz't data. 

Snpponoudo risolnto il problema , sia AB {,flg- i32.“ ) un lato dell' esa- 
gono iscritto ; so dal centro Òsi conducano i raggi OA, UB, il triangolo AOB 
risulterà cijuiangolo. Infatti 1’ angolo in 0 essendo il sesto di quattro retti, ossia 
60 °, gli angoli uguali A c B prosi insieme equivarranno a 180 ° — Co°=i 2 o'’"; 
dunijiie ognuno di essi sarà 60 °. .Ma on triangolo equiangolo è eziandio equilate- 
ro ( 2 78 ). Adunque AO=-AB ; il lato cioè deli esagono regolare iscritto in 
un cerchio agguaglia il raggio del cerchio. 

Comprendosi quindi agevolmente che per iscrivere nn esagono regolare io 
tna circonferenza data, fa d’ uopo portare il raggio sei volle sulla medesima, eoa 
che si ritornerà sul punto stesso donde si era parlilo. 

Ora so si uniscano a due a due gli angoli dell’ esagono regolare , si avrà il 
triangolo equilatero iscritlo A CE. Condacendo poi il raggio OC, la figura 
ABCOh (2<j3) un parallelogrammo ed anche ( 261 ) una losanga, perchè 
^BCs=i O=AO‘, sarà perciò (346) (y/ò)’-(-(Z?Ò;'= J(y-/Z^)'=4(^ò^’, don- 
de (AC'j‘=.S(BO *, ed z=^3. Adunque il lato del triangolo equilatero 

iscritto in un cerchio è incommensurabile col raggio del me Usimo cerchia. 

384. Iscrivere in una fiala circonferenza un decagono regolare , quin- 
di un •pentagono , e t un pentadecagono. 

Si divida il raggio AG { fig. i33.“ ) in media cd estrema ragione nel pun- 
to il/(36y) , c si prenda la corda AB uguale al segmento maggiore MO; sarà 
AB il lato del deciigouo regolare , che farà d' uopo portare dieci volto sulla cir- 
conferenza. 

Condiicendo MB, poiché si ha per cosirnzione AO:MOs=.ìlO:AM, ovvero 
a motivo di AB=]10, AO\AB=AB:AM, i due triangoli A lìO,A B.ìl avran- 
no l’angolo comune A coiupri-so fra lati proporzionali ; essi dunque saranno si- 
mili (3 j 3). Ma il triangolo A BO è isoscele. Uuii(|iie isoscele ancora s.irà il trian- 
golo A B \I, o si avrà per conseguenza AB=BM. Ma AB=MO\ dunque 
B.M=MO, cd il triangolo BMO sarà pure isoscele. 

Ciò posto , 1 angolo esterno A MB por rapporto al triangolo isoscele BMO 
e doppio deir angolo interno O ( 28 <)). Ma 1’ angolo AMB—BAM. Adunque il 
triangolo isoscele A BO è tale che ciascuno degli angoli alla base OAB, OBA 
è doppio dell’ angolo O al vertice , e perciò lutti e Ire i suoi angoli equivalgono 
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a daqne Tolte T angolo 0. È danqoe l’ angolo 0 la quinta parte di due retti , 
ovvero la decima dì quattro retti ; quindi T arco AB sarà la decima 'parte della 
circonferenza , e la curda AB il lato del decagono regolare iscritto. 

Ora se si uniscano a due a due i vertici degli angoli del decagono regolare, 
si otterrà il pentagono regolare iscritto. 

Dippiù i lati dell’ esagono e del decagono sottendendo archi che sono il sesto 
ed il decimo della circonferenza , se AL esprime il lato dell' esagono, sarà l'arco 


BL per rapporto alla circonferenza uguale a -g ^ , ossia a , e la cor- 


da dell’ arco BL il lato del pentadecagono regolare iscritto. 

385 . Allorché si è iscritto in un cerchio un poligono regolare, se si dividano 
per metà gli archi sottesi dai suoi lati , e quindi si conducano le corde dei semi- 
archi , si otterrà nn nuovo poligono regolare iscritto di un doppio numero di lati. 
Adunque da quanto è detto finora si rileva, potersi iscrivere, e conscguente- 
mente ancora circoscrivere ( 3 SiJ al cerchio i poligoni regolari di 3 , 6, 12, 24., 
. . . , 3 X 2 * lati ; quei di 4 -, 16, 32 , . . . , 4 X 2 * lati ; quei di 5 , IO, 

20, 4 o, . . . , 5 Xz*lali; e finalmente quei di i 5 , 3 o, 60, 120, . ■ . , 
IJX2" lati. 


Si è per lungo tempo creduto che questi poligoni fossero i soli che potcs* 
sero essere iscritti e circoscritti per mezzo della Geometria elementare: ma il ce- 
lebre Gauss nella sua opera che ha per titolo Disquititìonet Arilhmetieae ( Li- 
psiae iSoi in 8.vo) , na dimostrato che coi soli mezzi della Geometria elemen- 
tare possono eziandio iscriversi e circoscriversi tutti i poligoni di 2" (2* -f-i) 
lati , purché 2* -)-i sia un numero primo. 

386 . I triangoli rctiangoli e simili AOI, jfOT i3o.*) danno 

(343.1.°) OI=\{AO)'* — {AI)'\ si avrà dunque sostituendo 


Abbiamo inoltre 


AI _ \'{AO)‘—{AI)* 

A'T ” or 


/T’-sOr— 0 /= 07 ’— \J(AOf—{Aly 


Facendo quindi il raggio AO^OTs=i , si otterranno le seguenti formole 



Conduciamo pertanto la corda AT, avremo ATss\j[AI)'-f{IT)'\ms{AI)'s 
Fai. I. 3f 
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-(-1 j{^Z?)\ed(770>-i+(i- 

sostitacDdo dunque si arra 


AT=. 2—2 — ~{ADf^7 ■> 

e quindi sì dedurrà 

AB=AT\Ji—{ATÌ‘. 


(/') 


387. Si dinoti con n il nomerò dei lati del perìmetro ABCDec., e pongasi 
l'istcsso ABCDec.sasp, •, sia inoltre p,» il perimetro del poligono regolare 
iscritto , del quale il numero dei Iati è 2n, e Pm il perimetro del corrispoodento 
poligono regolare circoscritto ; dalla prima delle formule (/') si otterrà 


c dalla prima delle (J") 


P,^2nX 


2n 




In queste equazioni in luogo di n sostitneodo successiramentc i numeri C, 12, 
24 i 48 , . . . . , risulteranno ( 383 ) 


P„ s6, 21 16571 

p,4 s6, 2652072 
p^t =6,2787004 
79, s =6,2820689 
Piii =6,2829049 
p ■ it ^ sx6,283ii5a 

=6,2831678 

/>isj«=6, 2881809 


P,, =6,4307806 . 
P .4 =6,3193199 . 
P48 =3,2921724 . 
P,e =6,2854292 . 
P.,, =6,2837461 . 
PiM =6,2833260 • 
P,j, =6 , 2832203 . 

P, 555 = 6 , 283 1941 . 
Pj.;,= 6 , 283 i 875 . 


/i)s 7 ,= 6 , 283 i 84 a 
/15, 44=6, 283 i 85 o . . . . , P5 144=6,283 1 858 . 
ec.ee... ec. ec. . . 


388 . Abbiamo 

OT OA' AW ffC Ciy _ 
01 ^ OA^ AB ~ ’bU ~~ CD 
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V coDsegaeDiemenlQ (247) 


AU -^liC -^CD 0/ 


► 

Ora ò chiaro che facendo crescere indefinitamente il numero dei lati A'ff, ffV, 
OLf, • . • I AB, BC, CD, . . . sempre più la retta IT si accosterà a zero 
OT 

( 386 .(y')}, ed il rapporto jjj- alla nnità. Adanqne alla onìta si accosterà ^an< 


dio il rapporto 


A'B'+B' 0 +OD'+ .... 
AB +BC +CD 4. ’ 


sempre più piccola si renderà la differenza tra i perimetri AB'Offee.,ABCDec., 
e questi stessi perimetri si accosteranno sempre più alla ognaglianza con la 
drconferenza del cerchio fra essi compresa. Esprimendo quindi con x la semi- 
circonferenza che ha il raggio =1, sarà (387] 

x=s3, i 4 i 392 . . . 

389. Segnando con S, t lo aree dei dnc poligoni AffOUfec., ABCD ec. ; 
avremo ( 338 . 33 g. 38 oj 


Sz=z-^{AB'-\.n' 0 -\-OD*+ . . .), 

(^5+2?C+CD+ . . .), 

e quindi 

S OT AB'+ffC+C'ff+ .... 
a ~ 01 ' AB -\-BC +CD 4- ' 

Laonde ( 388 ) facendo crescere indefinitamente il numero dei Iati Aff, ffO, 
Off, .... AB, BC, CD, .... sempre più piccola si renderà la dif- 
ferenza che passa fra le aree S, s, e queste stesse aree sempre più si accoste- 
ranno alla uguaglianza con F area del cerchio frà esse compresa. Se dunque si 
chiami » l’ arca del cerchio , x' la semicirconferenza , ed r il raggio , 1' una 0 
r altra delle formule (/") ci darà nel limite 

«= ~ 2x'arx' ; 

a 

donde si deduce la seguente proposizione ; l’area del cerehia agguaglia il pro- 
dotto della temicirconferenza pel raggio. 

890. Dinotando con 2x", 2x"' le circonferenze di due cerchi , con A, r'" 
i loro raggi, e con p", p'" i perimetri dei poligoni regolari, che avendo il mede- 
simo numero n dilati sono entrambi 0 iscritti 0 circoscritti ai medesimi cerchi, si 
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otterrà sempre 

•ìir" _ pf> 

2 r"' ~ ■p»> • 

Imperocché se tra siffatte ragioni vi Tosse qualche differenza , onesta , fa* 
oendo crescere indefinitamente il nomerò n dei lati , dovrebbe ( 38 s) oonlinua* 
mente decrescere ; la qual cosa è impossibile , poiché qualunque sia n costante- 
mente n ha ( 370 . 35 1) 

p"! ~ r"' ■ 

391. Quindi amseguita 

2ir" r" 2r" 

pi! — P» “ ^ 5 

per la qual cosa , dinotando con a.", a.'" le aree dei cerchi , sarà ( 3 Sg) 

*” n"r" _ a" r" ^ _ (ar")» 

éF' ** ir'V" ìF ’ ^ [2r’")' ‘ 

le circonferenze cioè dei cerchi sono come i raggi 0 i diametri!^), e U aree 
come i quadrati dei raggi o dei diametri. 

Finalmente, avendosi (dSq. 388 ) 


«r I 


(*) Da ciò si dcdacc cbe il Dumcro r trovato sopra ( 3 S 8 ) OOQ cì esprime altro che il 
rapporto di uoa circoofercnta qualunque al suo diarmtro. 

Arciiiracde fu il primo ad occuparsi di questa importante ricerca: egli impilò i poligoni 
UcriUi e circoscritii di 96 lati ciascuno » e trovò che questo rapporto doveva cssrre racchiuso 

fra i limiti 7 : e 71 : 11 primo è equivalente a 3 , 14^8, e r aliro a 5 , 14^* 

Adriano Mezio, geometra di rranekcr, si rese celebre con la scoperta dei numeri ii 3 : 355 * 
il più gran merito della quale , è die sicno numeri facili a ritenere a memoria , qtiedo rap> • 
putto essendo composto dei tre primi Dumcri impari 1 | 3 , 5 , ripetuti ciascuno due volte di 
seguito. Elio equivale a 3 , 

Avanti Mesio , Ludolfo vaa CculcD , COD un lavoro di una lunghezza da spaventare, con* 
txnuanJo i calcoli di Archimede, con la iscrizione c la circoscrizione dei poligoni , portò a 
34 il numero dei decimali esatti del rapporto. Più recentemente, l' infaticabile Lagiw coU'aiu* 
to di nuovi mezzi, spinte l’ approssimazione 6110 alla ceolovcDloltesima decimale, rinalmeotc 
ai trova <^uesto calcolo portato a 1S4 decimali in un manoscritto della biblioteca di Batclifa 
Oxford. Cosi il raggio ad circolo essendo i , la semicirconferenza è uguale a 

«s= 3 , 14*59 3G535 Sf) 7 q 3 U 38 J 6 ^ 6^3 83379 
5 o 388 4*97* 37010 68309 7 ^ 94 * 

^QiSo 78164 (>6 j86 3o 8<)9 86a8o liBaó 
3^311 70679 S1148 o86ji 32733 06Ò47 
09354 45 ojp 5 o 583 87173 53;>94 tSisà 
48 o 3 +ec. . . • . . 

Questa approssimazione essendo molto al di sopra da ciò che ai può esigere per i calcoli 
piò delicati , postumo metlrre il rapporto del dianscUo alla circoofirenia uel numero dclU 
quantità ioUramuac coooKiute. 
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sSi 


»=zìer’. 


CAPO XYII. 

DEI FUSI, K OKUB LINEB BETTE COBSIDBBATE NELLO SPAZIO. 


892. Uoa linea retta si dice perpendteolare ad un piano , quando è per* 
TOudicolare a tutte le rette che pel suo piede si conducono nel piano. Per piede 
della perpendicolare s' intende qui il punto dove questa retta incontra il piano. 

Allorché poi una linea retta è perpendicolare ad un piano , si dira vicen- 
devolmente il piano perpendicolare alla linea retta. 

SqS.Uoa linea retta si dice parallela ad un pianò, quando non può incon* 
trare il piano, comunque e a qualunque distanza si prolunghino 1' ono e l’ altra. 
Vicendevolmente il piano si dice in tal caso parallelo alla linea retta. 

Due piani si dicono paralleli fra loro , quando non possono incontrarsi , 
comunque e a qualunque distanza si prolunghino l’ uno e l’ altro. 

894. Allorché due punti di una retta si trovano in un piano , tutta intera la 
retta si troverà in quel piano ( 254 ]. Quindi conseguita che la comune interse- 
zione di due piani è una linea retta. Imperocché se fra due punti qualunque 
di questa comune intersezione si conduca una linea retta, questa dovrà tutta e 
nel medesimo tempo trovarsi nell’ uno e nell’ altro piano , sarà perciò essa stessa 
la comune intersezione dei due piani. 

895. Tre ptmti dati non in linea retta sono in un medesimo piano e 
ne determinano la posizione. 

Si può infatti immaginare una inBnità di piani che passino tutti per la retta 
che unisce due dei tre punti dati (894), quindi si può far girare ono di questi 
piani intorno a questa retta ; é chiaro che un tal piano dovrà passare pel terzo 
punto dato. 

Adunque i.° Due rette che si secano sono in un medesimo piano. 

a.° Un triangolo è sempre io nn piano. 

3 . ° Due rette parallele determinano un piano. 

4. Due piani non possono senza confondersi avere tre ponti comuni non 
in linea retta. 

896. Una retta perpendicolare a due altre rette che s' interseeano'al 
suo piede in un piano , è perpendicolare a qualunque altra retta condotta 
per lo stessq piede nel medeixmo piano , e per conseguenza è perpendico- 
lare a questo piano (892). 

Cosi \a.re[\a ylPl/ig. ) so si suppone perpendicolare alle due rette 

BV, CC, le quali nel piano d/A’s’ intersecano al punto P, sarà altresì perpen- 
dicolare a qualunque altra retta DI/ condotta per P nel medesimo piano A/N. 

Per un punto d preso ad arbitrio in PZ/ conducasi Dell’angolo li' PC la > 
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retta be in modo die sia db— de (S70) , congiaogendo Ab, Ad, Ae, dal trian- 
golo bPc si arra ( 346 ) 


(Pc)»+(Pl})’=2(P^)*+2(*)’, 

c dall’ altro bAc 

(^)’+(// 4 )’= 2 (>^(/)’+ 2 (*)>. 

Togliendo la prima eqoazione dalla seconda, risalterà 

{,Ae)'—{PcY-\-{,Aby-{_Pb)-»—2{Ad)'—2{Pd)\ 

Ma dai triangoli APc, APb rettangoli in P 

(Aey—(PcY={AF)^, {Aby—(Pby^{APy. 

Adonqne sostitacndo , otterremo 

2(^P)'=s2(^i)*— 2(P</)’ » donde {AP)*=:{Air)'—(.P0*- 

Ouindi ronsegaita essere il triangolo APd rettangolo in P, ed AP pcrpendico* 
lare a PO'. 

Ua siffatta proposizione si dedace i.'’ che la perpendicolare AP è più corta 

di una qualanqae obliqaa Ad, poiché si ha AP=\J (^Ad)' — {,Pdy K^Ad\ essa 
danqne misarcrà la vera distanza del ponto A dal piano MN. 

2.° Cile da un punto P dato nel piano MN non si può alzare che una sola 

S crpcndicolare a questo piano. Perocché se si supponga per un tantino , potersi 
al medesimo punto P alzare due perpendicolari , conaucendo per queste due 
perpendicolari un piano , la cui intersezione col piano MN sia Pd, le supposte 
perpendicolari sarebbero perpendicolari alla Pd nel medesimo punto e nel me* 
desimo piano , lo che si è altrove (280) dimostrato del tutto impossibile. 

3 .° Che da un punto A dato fuori del piano MN non si può abbassare che 
una sola perpendicolare a questo piano. Infatti se dal punto A si potessero ab- 
bassare le due perpendicolari AP, Ad, conginngendo Pd, il triangolo APd 
avrebbe due angoli retti APd, AdP, lo clie è impossibile; 

4.“ Che lo oblique AB, AC, AD,cc.. (Jig. tSS.*) iignalmentc distanti 
dalla perpendicolare AP sono fra loro ugnali ; e di due oblique AD, AE disu- 
gualmente distanti dalla perpendicobirc'y^P, la maggiore é la AE che più si al- 
lontana dalla AP. Poiché essendo retti gli angoli APB, APC, APD, ec. , se 
le distanze PB, PC, PD, ec. si suppongono uguali fra loro , i triangoli APB, 
APC, APD, oc. avranno un angolo ugnale compreso fra lati uguali , c conse- 
guentemente (270) saranno fra loro ugnali. Quindi fra loro uguali saranno le 
ipotenuse , ovvero le oblique AB, AC, AD, ec. Parimente , se la distanza PE 
è maggiore di PD, o della sua uguale PB, sarà (281) la obliqaa AE maggiore 
di AB 0 della sua uguale AD. 

5 .° Che tutto le oblique nguali AB, AC, AD, ec. forminano alla circon- 
ferenza BCD ec. descritta dal piede P della per[)ciidicolarc AP come centro. 
Se dunque , dato il punto A tuori del piano MN, si cerca su questo piano 
il punto P ove cade la perpendicolare abbassata da A, fa d' uopo segnare so- 
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pra MN tre punti B, C, D ognalmente ditianli dal ponto A, e ^nindi cercare 
il centro del cerchio che passa per questi ponti : questo centro sara il ponto cer- 
cato P. 

397. Se da uno stesso punto si abbassino sul medesimo piano due ret- 
te , perpendicolare f una ed obliqua f altra , e quindi si congiungano con 
una retta i loro piedi \ sarà la perpendicolare che nel piano si conduce 
a onesta retta pel piede della obliqua , perpendicolare ancora alla 
obliqua. 

Dal punto A {_fig. t36.* ) si abbassino sul piano MN la perpendicolare 
AP e la obliqua AB ; congiungendo i punti Pc B con la retta PB, e per B 
conducendo nel piano MN la CD perpendicolare alla PB, dico essere la CU 
perpendicolare altresì alla AB. 

Si prenda BC=BD, e si oonginogano PC, PD, AC, AD\ sarà (281) 
PCtssPl), e consegnentemente ancora (3g6. 4-°) AC^AU. Adunque i trian- 
goli ABC, ABD hanno i lati ugnali rispetlivamcnic , e perciò sarà (nyd) I' an- 
golo ABC^ABD, e quindi CD perpendicolare alla obliqua AB. 

3g8. Una linea retta parallela ad un' altra che è perpendicolare ad 
un piano , è pure perpendicolare al medesimo piano. 

La retta AP [pg. i3q.* ) sia perpendicolare al piano MN ; qualnoquc 
altra retta BE parallela alla AP dico essere perpendicolare ad MN. 

Per le due rette parallele AP, BE s'intenda condotto un piano APBE il 
quale sechi 1’ altro A/V nella retta PB, quindi nel piano MN si conduca CD 
perpendicolare a PB, c finalmente si congiunga AB. La retta CD poiché è per 
costruzione perpendicolare a PB, sarà per la proposizione dimostrata nel numera 
precedente perpendicolare ancora a BA, e conseguentemente (3o6) perpendico- 
lare al piano APBE ed alla retta BE. L’angolo dunque CBE e retto. Ma 
r angolo EBP è pure retto , essendo per ipotesi BE parallela ad AP, ed AP 
perpendicolare a P5'(385. 1.°). Laonde la retta BE perpendicolare nell’istesso 
tempo alle due rette BP e BC condotte nel piano A/V, sarà perpendicolare a 
questo medesimo piano. 

Quindi conseguita t.° che dne rette perpendicolari allo stesso 

piano MN sono parallele fra loro. Imperocché se BE non fosse parallela alla 
retta AP, pel punto B conducendo un’ altra retta parallela ad AP, questa pa- 
rallela riuscirebbe perpendicolare al piano MN ; adunque dal medesimo punto 
B del piano MN si potrebbero innalzare due perpendicolari a questo stesso pia- 
no , lo che si è sopra (3g6. 2.°) dimostrato impossìbile. 

2.° Che due rette parallele ad una terza sono fra loro parallele , quantun- 
que le tre rette non si trovino nel medesimo piano. Imperocché se s'intenda con- 
dotto un piano perpendicolare alla terza retta , le altre dne rette dovranno ri- 
saltare perpendicolari a questo piano. Ma ( i .°) due rette perpendicolari ad uno 
stesso piano sono fra loro parallele. Adunque cc. 

3gg. Una retta parallela ad un'aura retta che si trova in un qualche 
piano, e altresi parallela a questo piano. 

La retta AB {Jig. t38." ) sia parallela all'altra CD posta nel piano MN; 
dico essere la AB parallela al piano MN. 

Infatti se la retta AB, che è tutta compresa nel piano ACDB delle diie 
parallele AB, CD, potesse incontrare il piano MN, ciò non avrebbe luogo che 
in nn qualche punto della CD intersezione comune dei dne piani- Ma è impossi- 
bile che la retta AB incontri la CD. Adunque (3g3j ec. 
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400. Due fiord pt^endieolari alla medesima linea retta tono fra 

loro paralleli. 

Se i due piani WH, [Jìg. i3g.’ ) perpendicolari alla medesima li- 
nea retta AB prolungati s’ incontrano , da un punto qualunque () della loro co- 
mune intersezione CD conducendo le rette OA, OB, il triangolo che quindi 
risulla conterrà due angoli retti in A c B, lo che è impossibile (289. 4.“J* 
Laonde i piani A/.V, M'N' non possono incontrarsi comunque e a qualunque 
disianza si prolunghino ; essi adunque sono (SqS) paralleli fra loro. 

401. Le inter sezioni di due piani paralleli con un terzo piano qua- 
lunque sono fra loro parallele. 

I due piani paralleli MN, M'N' {,/ìg. i4o.‘ ) vengano secali da nn terso 
piano M'N" ; dico essere fra loro parallele le intersezioni AB, CD. Imperocché 
queste intersezioni per una parte sono in uno stesso piano , e per l' altra prolun- 
gate non possono incontrarsi. 

Quindi si deduce i .° che due rette parallele AC, SD comprese fra due 
piani paralleli MN, M'N' sono uguali ; infatti le intersezioni AB, CD del 
piano 31" A" di quelle rette con i piani M.V, M'A' essendo parallele, la figura 
ABDC sarà un parallelogrammo , e perciò (*92) AC=BD. 

2. ° Che due piani paralleli hanno la perpendicolare comune : se cioè la 
retta AC è perpendicolare al piano MN, essa sarà pure perpendicolare al piano 
MN' parallelo ad 31 N. Imperciocché pel punto C tirando a piacere la retta 
CD nel piano M'N', e per AC e CD conduceudo un piano 31" A " la cornane 
intersezione AB di questo piano col piano 4/iV risulterà parallela a CD. Ora la 
retta AC perpendicolare al piano MN è perpendicolare ad AB ; essa dunque 
sarà perpendicolare ancora alla CD parallela alla AB. In tal guisa resta dimo- 
stralo essere la perpendicolare a qualunque retta CD che pel punto Csi 
couducc nel piano M'A', resta cioè dimostrato essere la AC perpendicolare 
a questo piano. 

3. ° Che dne piani paralleli sono da per tulio rqaidistanti ; poiché se le 
rette AC c BD sono perpendicolari ai due piani MN, M'A'', esse saranno pa- 
rallele fra loro (3g8. 1.“) , e per conseguenza uguali 

4 02. Due angoli non situali nello stesso piano che hanno i lati paral- 
leli e diretti nel medesimo senso sono uguali, ed i loro piani sono paralleli. 

L’ angolo BAC ( fig. ) suppongasi avere i lati AB, AC rispettiva- 
mente paralleli ai lati A'if, AfC dell’ angolo B'AO, e diretti nel medesimo 
senso : prendendo AB=sA'B', AC=sA'0, e conduccndo Ajf, Blf, CO, 
CB, Oli', nel parallelogrammo AA'BIB sarà il lato A-d* aguale e parallelo al 
lato BE', e nell’altro AA'C'C il lato AA' uguale e parallelo al lato CC ; 
adunque sarà (dgS. 2 .°) il lato BE' uguale e parallelo al lato CO, e consa- 
gucntemcntc CB=C'lì'. Per la qual cosa i triangoli ABC, A'B'C che hanno 
i tre lati uguali rispellivamonte , avr.^nno altresì 1’ angolo BAC=B'A'0, 

Che sieno poi paralleli fra loro i piani di questi angoli , si dimostra age- 
volmente come segue. Sia AP la perpendicolare abbassata dal vertice A sul 
piano AB'O ; dal jiiede P di questa perpendicolare conducendo le rette PII, 
PK parallele ai lati A'B', AO, esse risultano ancora parallele ai lati AB, 
AC ; gli angoli adunque PAB, PAC sono retti , e quindi (3g6) la linea retta 
AP pcrMndicólnrc al piano ABC. Ma (4oo) due piani perpendicolari alla me- 
desima linea retta sono paralleli fra loro. Adunque paralleli Ira loro sono i due 
piani ABC, A'B'O. 
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Quindi si comptende che sé ffe fello BB', CO non jpoeto nel mede- 
simo piano , SODO uguali e . parallelo , i triangoli ABC, A'ffC' formati dall' una 
parte e dall’ altra unendo le estremità di quéste retto, sono uguali , e i loro piani 
paralleli. ' . • 

4o3. Due reite qualunque tengono secate da piani paralleli in parti 
proporzionali. 

Supponendo cioè che la linea retta AB {Jig. i4^.“ ) sia secata dai tre 
piani paralleli AIN, 31' A', M"A" nei punti A, É, B, e che la linea rolla CD 
sia, secata dai medesimi piani nei 'punti C, G, D, dico essere A E:EB=bCG:GD. 

G)nducasi la retta AD, e sia F il punto in cui essa incontra il piano 
31' A' ; unendo AC, BD, EF, FG, avremo (4oi- 348) AE.EBaAF.FD, 
AF:FDssiCG',GD,ÌQn3eraxi.\.iAE'.FJi—CG:GD. 


CAPO xvni. 

DXGLI AHaOLt DISORI X POLIXDSI. 


4o4‘ h<a inclinazione scambievole di due piani AC, AE fjfy. i43.* ) che 
si secano lungo la AB dicesi angolo diedro. Nell' angolo diedro i lati sono oo- 
stitoiti dai due piani che si dicono le facce dell' angolo , e il vertice dell’ angolo 
diedro vien formato dalla intersezione comune dei due piani , la quale si ohiama 
Io spinolo o la costola dell’ annoio. 

L’ angolo diedro allorché e isolato si può enunciare con le lettere AB della 
ooetob , e quando trovasi unito con altri angoli che hanno la medesima costola, 
b' indica con quattro lettere , ossm'Vando di porre nel mezzo le due della costola 
e alle estremità le lettere dei due piani , prendendone una per piano. Cosi l’ an- 
golo formato dai due piani AC, AE [jig. i44 ‘ ) s’ indica con DABF. 

, La grandezza di nn angolo diraro non dipende dalla estensione dei piani 
che lo contengono , ma bensì dall’ apertura pjù o meno grande di questi piani. 

4o5'. Dobbiamo ora vedere come possa misurarsi nn angolo diedro. La mi- 
sura di questo angolo si fa dipendere da quella dell’ angolo rettilineo formato da 
dne rette AD, AF condotte nei due piani da un medesimo punto A preso ad ' 
arbitrio nella loro comune intersezione. Ora perchè l’ angolo rettilineo DAF 
possa servire di misura all’ angolo dei pioni , fa d’ uopo che questi due angoli 
crescano o decrescano nel medesimo rapporto. 

Ma perciò si esige primieramente che le rette AD, AF facciano con la in- 
tersezione AB angoli uguali ; poiché altrimenti l' angolo DAF di queste rette 
non svanirebbe quante volte il piano venisse a coincidere col piano 
cioè r angolo DAF noa sarebbe nullo nello stesso tempo che è nullo l' angolo 
dei piani. Supporremo dunque che gli angoli BAD, BAF sieno nguali. Si 
esige inoltre che questi angoli sieno retti. Imperciocché se il piano AE applicala 
in principio sul piano AC, fa una mezza rivoluzione intorno ad AB in modd da 
venire a distendersi sdì prolungamento AG del piano AC, la retta AF pren- 
derà la direaooe di Au, e bisognerà chè ABI sia il prolungamento di AJD, 
Fol.I. 38 
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miche allnmenti la inclinazione di dne piani dbe tdn posli'per diritto e che Don 
formano che nn sol piano , sarebbe misurata da un angolo rettilineo DjlHcbt 
sarebbe acuto , o retto , o ottnso , lo che non pnò essere. Ma gli angoli BAD, 
•BAH debbono sappors! ngnali ; dunque essi sono retti. 

Quindi conseguita la seguente proposizione ; perchè un angolo diedro 
fOìsa essere misurato dalC angolo formato da due rette cóndotte nei due 
piani da uno stesso' punto della loro comune intersezione , è necessario che 
le due rette sieno perpendicolari a questa intersezione. 

Veduta la egualità necessaria deH’ angolo rettilineo che mole assnmersi 
come misura dell' angolo diedro , il seguente teorema serve a far vedere che 
questa qualità è eziandio sujfìeiente. 

Un angolo diedro ha per misura t angolo rettilineo formato dalle per~ 
pendicolari condotte nei due piani da un medesimo punto della loro inter- 
sezione comune. ' 

. I L’ angolo formato dalle perpendicolari è Io stesso , qualunque sia il 
ponto della intersezione dal quale esse s innalzano ; poiché coiulucendo nei piani 
AC, AE {fg. i43‘ ) le perpendicolari AD, BC, AF, BE da due punti qua- 
Innqnc della intersezione AB dei piani , ^Csarà parallela ad AD, e BE sarà 
parallela ad AF \ gli angoli CBE, DA F tono dunque uguali (4oz). 

Rimane ora a dimostrare che 1’ angolo rettilineo delle due perpendicolari 
varia nello stesso rapporto dell’ angolo dei piani. 

2 . ° Quando l’angolo diedro CPOD ( fig. formato dai piani AP, 

PB è uguale all’ angolo diedro CP'ffD', formato dai piani A‘P, PB, gli an- 
goli rettilinei CPD, OPD formati dallo perpendicolari PC, ‘PD, PC, PD', 
condotte in questi piani alle intersezioni PO, P'O' saranno uguali. Perocché gli 
angoli diedri essendo nguali , se si applica il piano AP* sopra il piano AP in 
modo che i lati CP, PO dell’ angolo retto OPO cadano sopra i lati OP, 
PC dell’ angolo retto OPC, il piano PB' prenderà la direziono del piano PB, 
e OP cadendo sopra OP, la pewéndicolare ad CI'/” cadrà sopra 
perpendicolare ad OP ; i due lati PÒ, PD dell’angolo CPD cadendo sopra 
i duo lati PC, PD dell' angolo CPD, questi due angoli sono uguali. 

Reciprocamente , quando gli angoli rettilinei CPD, C'P'D sono ngnali , 
gir angoli diedri CPOD, OP OD sono altresì ngnali. Infatti applicando l’an- 
golo rettilineo OP'D sopra il suo uguale CPD in modo che P cada in P c cha 
i lati PO, PD cadano rispettivamente sopra PC, PD, la perpendicolare OP 
al piano dell’ angolo OPlr coinciderà necessariamente con la perpeudicolaas 
OP al piano dell’ angolo CPD ; i due piani , i qnali formano l’ angolo diedro 
OPOD coincidono dunque con i piani che formano l’ angolo diedro CPOD ; 
questi angoli diedri sono dunque ngnali. 

3, ° L' angolo delle perpendicolari caria nello stesso rapporto dell an- 
^lo diedro. Infatti si abbiano tre piani qualunque AB', AE' , AO [Jìg. i46‘ ), 
I quali si tagliano lungo una retta AA' ', se da un ponto qualunque A delia 
intersezione AA' si conducano nei tre piani le perpendicolari AB, AE, AC 
alla medesima AA', queste perpendicolari si trovcraquo in un piano perpendi- 
colare ad A A'. Posto ciò, si tratta di provare la segnente proporzione' 

* ang. diedro BAAC : ang. diedro BAA'Eaang. BAC : ang. BAE. 

Quando gli angoli BAC, BAE sono commensurabili, se ti descrive nn arco 
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BEC col cefl(ro ìd ^ e con nn raggio qualunque, gli archi BC, BE staranno 
nello stesso rapporto degli angoli. Suppooiamo che questo rapporto sia (|uollo di 
^ ^ ; se si divide l’-arco BC io </ parti uguali , uua dì queste parti sarà conte- 
nuta-ji' volte nell’arco BE, io guisa che si avrà 

^ , ang. BAC : ang. BAE!=gu/. 

Conducendo poi un piano per ciascun punto di divisione dell'arco 27 C e per la rotta 
AA, è chiaro (2.°^ che l'angolo dieuro BAA'C sarà diviso in g parti uguali, e 
che r angolo diedro 'conterrà / di questo parti ; si avra dunque 

<mg> diedro BAA'C : ang. diedro BAA'E-=q\q'. 

Queste due ultime proporzioni danno cTÌdentemcnle ' 

ang. diedro BAAC : ang. diedro BAAE=zdng. BAC : ang. BAE. 

4.° Nel caso che gli angofi rettilinei BAC, BAE corrispondenti aglj angoli 
diedri BAA'C, BAAE fossero incomincnsurabiii , si potrebbe provare che ha 
luogo ancora la stéssa verità ; ma siccome d’altronde la dimostrazione è ili tutto 
pmile a quella data sopra ( 3 10) per gli angoli piani , perciò stimiamo inutile il 
ripeterla. Conchiudasi dunque , essere la proposizione vera in tulli i casi, c Tan- 

S olo diedro avere per misura l' angolo rettilineo formato dulie perpendicolari con- 
otte nei piani che lo formano , da un punto qualuuqac della iutersezioue dei 
medesimi piani. 

Questo angolo potendo essere acuto, retto , 0 ottuso, aochc l'angolo diedro 
misorato potrà essere acuto, retto , 0 ottuso : se è rètto , i due piaqi si dicono 
perpendicolari fra loro. 

Risulta pare da questa dimostrazione che no angolo rettilineo doppio, triplo, 

quadruplo , cc corrisponde a un angolo diedro doppio , triplo , qua- 

oroplo , cc ; 0 piu generalmente , ad uu maggiof angola retlihueo oorri- 

, aponde un angolo diedro maggiore. 

4 o 6 . Se d{ie piani a incontrano, la tomma dei due angoli a liacenli 
formati da questi piani è uguale a due angoli retti. 

Sia AC { fig. t 4 j‘^ ) “Q piano il quale incontri il piano SIN. Per un 
ponto G della intersezione AB si conduca ED perpendicolare a questa stessa 
inteTsezinnc nel piano MN , e GF- perpendicolare ad AB nel piano AC ; gli 
angoli FGD, FGE misurano la inclinazione del piano AC con le due parli 
BN, am del piano MN\ ora FGD-{-FGE è ugnale a duo angoli retti. Àdun- 
qno il piano AC fa col piano MN due angoli adiacenti la somma dei qdali è 
ugnale a due angoli retti. 

407. Se due pianisi secano , gli angoli opposti al vertice sono uguali. 
Si abbiano i duo piani MJV, MA' { fig. tfS.* ) , i quali si sechino lungo 
la Tetta AB. Per un punto qualunque G di AD si conducano nei due piani le 
(ette CD, EF perpendicolari alla medesima AB ; gli angoli formali da queste 
perpendicolari misureranno gli angoli diedri corrispondenti formati dai' piani. 
Ma (269) EGC=DGF, EGDb=CGE. Adunque i due pioni ilN, JA'Ai' fan- 
no gli angoli diedri opposti al vertice uguali. 

4o8. Due piata paraiieli secati da un terso pòrno , godono per ragr 
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porlo aoli angoli che formano eongueslo terzo piano le medesime proprie- 
tà , delle quali godono due rette parallele per rapporto ad urus terza retta 
che le tagli. 

Infalli se si Inoliano dee piani paralleli MN, M'N* {Jtg. t 4 g.‘ ) con on 
piano Al" A", - le intersezioni Jlli, CD saranno parallele ( 4 oi). Da un punto 
«jualunque A dà Ali i\ conduca il piano Al'" A'" perpendicolare ad AB; questo 
piano sarà perpendicolare ancora alla retta CD parallela ad AB, c fé sue inter- 
sezioni con I piani AIA', Al' A', Al" A" saranno le rette AIE, AÌ'F, M"G : di 
queste le due prime saranno parallele ) Al'F, AP'G saranno perpendicolari 
a CD; e AIE, AJ"G saranno perpendicolari ad AB. Adunque gli angoli for- 
mati dai piani AIA', AI' A', AI" A" saranno misurali dagli angoli formati dalle 
rette ME, Al'F, AI"G. Ora le proprietà ddle parallele AIE, Al'F tagliate 
dalla retta Af'G danno (aSS) • 

Al A C ÌP C A=2 relù , 
Ai"AAI^Al"CAl'=GAE=GCF, 

. ' AI"AE=ìAI"CF^GAM=mGCAV: 

‘Adunque il principio enunciato rimane pienamente dimostrato. 

409. Se due piani che si tagliano sono ri-ipeltivamcnle paralleli a 
due altri piani , la intersezione dei due primi piani é parallela alla in- 
tersezione degli altri due,. e gli angoli dièdri formati dai primi sono uguali 
rispettivamente agli angoli diedri formati dai secondi. • 

S’ immaginino i quattro piani AM, A A; .PAI', A A' {.fig- tSo.* ) paral- 
leli duo a due , i quali si taglino lungo le rette AB, A'B'. Si prolunghi il 
piano A' AI' lino ad incontrare il piano AA in A"B" ; le intersezioni A'B', A"B" 
del piano A'AP con i piani paralleli AIA' , A A saranno parallele; le interse- 
zioni AB, A"B" del piano A A con i piani paralleli AAI, A" Al' saranno pare 
parallele. Ma due rette parallele ad una terza retta sono parallele fra loro 
(SgS. 2.0). Adunque lo- intersezioni AB, A IP sono parallele fra loro. Dippiù , 
in virtù del precedente teorema 1 ’ angolo diedro APE' A' A' è uguale a 
AI' È" A" A, e questo è uguale ad adunque sarà d/' uguale 

ad AlBAN ; ciò che dimostra la proposizione enunciala. 

4 IO. Se per una retta perpendicolare ad un piano si fa passare un 
altro piano , sarà questo secondo piano perpendicolare al primo. 

Se cioè la retta FD (fg. iSt .* ) è perpendicolare al piano AIA, on qua- 
lunque altro piano AC che sì farà passare per FD, riuscirà perpendicolare 
ad AIA. 

Sia AB la comune intersezione dei piani AC, AIA ; a questa c a qnalun- 
que altra retta che pel ponto D si conduce nel piano AIA sarà perpendicolare 
la FD (3q 2). Per la qual cosa conduccndo pel punto D nel piano A/A la DE 
perpendicolare alla intersezione AB, l’angolo rettilineo FDE sarà retto ed espri- 
merà ( 4 o 5 ) la misura dell' angolo diedro CBAA. Adunque questo angolo è 
retto , e quindi il piano AC perpendicolare al piano MA. 

4 i I. Se un piano è perpendicolare ad un altro piano , una retta che 
in uno di questi piani st conduce perpendicolarmente alla toro comune in- 
tersezione , riuscirà eziandio perpendicolare all altro ulano. 

Supponendo il piano AC perpendicolare al piano MA, se nel piano AC 
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sì eondaca la pcrpendiodare DF alla comone intersezione AB, dico (ssere la J)F 
perpendicolare ancora al piano MN. 

Infatti condncendo nel piano MJV la retta DE perpendicolare ad AB, 
sarà r angola EDF i^tto , perchè per ipotesi i piani sono tra loro pcrpendico< 
lari ; adunque FI) è nello stesso tempo perpendicolare alle dae rette AB, DE 
poste nel piano MN, e per conseguenza essa è perpendicolare a questo pia- 
no fSglj). 

tJ<^iodi I.® snpponèndo il 'piano AC perpendicolare al piano MN, se per 
un ponto D della intersezione comune si eleva nna perpendicolare al piano ,vN, 
questa perpendicolare sarà tutto 'compresa nel piano AC. Perocché se cosi non 
fosse si potrebbe certamente nel piano AC condurre la perpendicolare DF alta 
comune intersezione nel ponto D, la qoale per ciò che si è dimostrato ora, riusci- 
rebbe perpendicolare ancora al piano Adnnqaedal medesimo ponto D ai 
troverebbero alzate dne perpcmdicolari al piano MN, lo che è impossibile. 

2 .° Se dne piani AC, A'C {Jig. toa.* ) sono perpendicolari ad un terzo 
piano MN, la loro cornane intersezione PP' sarà perpendicolare a questo terzo 
piano. Poiché se dal punto P' si alzi la perpendicolare al piano MN, questa 
perpendicolare dovrà (i.°l trovarsi nell' istesso tempo nel piano AC e nel piano 
jfU ; essa dunque sarà la loro comune intersezione PP'. 

4 12 . La scambievole mclinàzione di più di due piani, -i quali secandosi dne 

a due si riuniscono in nn medesimo punto A {Jig. chiamasi angolo 

poliedro , e più ordinariamente ancora , quantunque impropriamente , come lo 
fa avvertire il Lacroiz nella sua Geometria , appellasi angolo solilo. Il punto A 
è il vertice dell’angolo poliedro ; gli angoli piani BAC, CAD, DAE, . . . 
che lo comprendono diconsi le sue facce ; la rianione di queste facce forma la 
snperfeie dell' angolo poliedro ; e te loro intersezioni duo a due AB, AC, 
AD, ... ne sono le costole o gli spigoli. 

, Nell' angolo poliedro si distinguono tanti angoli diedri quante facce vi 
sono. Esso s' indica o con la sola lettera del vertice , ovvero ancora con la let- 
tera del vèrtice seguita da tutte Je altre lettere che servono a rappresentare rì- 
sjiettivamente un punto di ciasennà costola. 

A fine d' indicare il nomerò delle facce , si soslitnisce ordinariamente alla 
denominazione di angolo poliedro quella' di angolo triedro , tetraedro , pen- 
taedro , ec. secondo che le facce sono tre , quattro , cinque , ec. Sono neces- 
sari! almeno tre piani per formare nn angolo poliedro ; qnmdi l' angolo triedro è 
il più semplice degli angoli poliedri (*). 

Oicesi piano diagonale qualunque piano cpndotto per due costole che non 
appartengono alla medesiifaa faccia. Ppr mezzo di un numero conveniente di tali ' 
piani, qualunque angolo poliedro può decomporsi in angoli triedri , nella guisa 
medesima che no polìgono qualunque pnò decomporsi in triangoli per mezzo 
di diagonali. Finalmente nn angolo poliedro si àKS regolare quando V tutte le 
sne facce ugnali e tutti i suoi angoli diedri ugnali, 

413. In un annoio poliedro formalo da tre angoli piani, la somma 
di due qualunque di questi angoli è sempre maggiore del terzo. 


(*) Ud angolo poliedro di piò di (re tàcce poò avere uno o più angoli diedri rienirunti. 
Noi però aupporrciDO lemprc che tutti gli angoli diedri sieuo uell* angolo poliedro che ti 
coondera tallenti , tupporremo cioè I' angolo poliedro tempre compio, ostia tale che il piana 
di una aua faccia qualunque prolungato ooo powa mai tagliarlo. 
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Per dimosirare qacsla proponzionc , basterà provare che il maggiore dei 
(re angoli piani è minore della somma degli altri doc. Si abbia 1 ’ angolo polie- 
«Iro A iS 4 -‘ ) formalo dai tre angoli piani BAC, CAD, DAB, dei qnali 
CAD sia il maggiore. Nelpiauo ACD conducasi la reUa A E, la quale faccia 
un angolo DAE=I)AB ; si prenda AF=bAB ; da un punto qualunque C di 
e per i punti F e B si conducano le rette CD, CB c si conginnga BD. I 
triangoli DAB, DAF sono uguali , perchè hanno un angolo uguale compreso 
fra lati rispellivamcnie uguali ; adunque BDs^DF. Ora DF-\-CF^BC’^BD\ 
sarà qiiinui CF^BC. 

Ciò posto, i lati AC, AF del triangolo FAC essendo rispettivamente ngnali 
ai lati AC, AB del triangolo BAC, e CF essendo minore di BC, l’ angolo 
CAF sarà minore di BAC Ma gli angoli DAF, DAB sono uguali ; 
adunque 

CAF-\-DAF<BAC+DAB , ossia CAD<_BAC+DAB. 

4i4- Ba somma di lulU gli angoli piani che formano un angolo po- 
liedro qualunque, è sempre minore di quattro angoli retti. 

Si conduca un piano che tagli le facce dell'angolo poliedro A (^Jig.iSSA ), 
e sia il poligono BÙDEF la intersezione del piano con queste facce ; si avrà 
(290. 012) la somma di tutti gli angoli interni di questo poligono, cioè 

BCD-^CDE-^DEF-j- ; • • • — ( w »^ 2 ‘) i 8 q 

n indica il Damerò delle faooe dell' angolo poliedro. Ma ( 4 i 3 ) 

BCD^ACB+ACD, . 

CDE<ADC+ADB, 

DEF^AED-\-AEF, • 

ec. ...... . 

Adunque 

ACB-^ACD+ADC+ADE+AED+AEF-{^ .... >(«—2)180®. 

D' altronde (289) è chiaro essere 

ACB+ACD-i-ADC+ADE+AED-{-AEF-[- . . . = 

x=n.iSo°—{CAD-i-DAE+EAF-i- 

sarà quindi 

{n‘^2)i8o’<n.t8o<>-^{CAD+DAE+EAF+ . . . ) , 
donde n deduce 

CAD+DAE+EAF+ . . . < 36 o®. 

4 10. Quando i tre angoli piani , i quali formano un angolo trie- 
dro sono uguali rispettivamente ai tre angoli piani , i quali formatto 
un secondo angolo triedro, gli angoli piani uguali sono ugualmmte in- 
dinoti t unò sulf altrot 
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S’ immagioino i dde angoli poliedri 'A, A' {Jlg, iSS.* ) formali £i tre 
angoli piani rispeUivamenie iigaali , sicché si abbia 

B ACUITA' a, CAD=zOA'I>, DAB^I>A'B!. 

A noe di dimostrare che l' angolo formalo dai piani ACB, ACD è ugnale . 
all’angolo formalo dai p'tatù AC'ff, A'C*Li', basta far vedere che gli ang^i 
retlilIUei, i quali misurano questi angoli diedri, sono fra loro uguali. Ora da un 
punto qualunque C della interserionc AC dei piani ACB. ACD conduccndo in 
questi piani le rette CB, CD perpendicolari alla stessa AC, l’ angolo rettilineo 
BCD misurerà r angolo diedro BACD. Prendendo inoltre AO—AC, c con- 
ducendo nei piani AOffi A'Off le rette OD, OD' perpendicolari alla loro 
intcrs'eziono AO, l’ angolo rettilineo DOD misurerà l’angolo diedro DAOD. 
Basta dunque dimostrare che gli angoli BCD, ffOD' sono- ugnali. Ciò non 
presenta alcuna dilBcoltà , poiché gli angoli BAC, ffAO essendo ngnali per 
ipotesi , c gli angoli BCA, NO A' essendo retti per coslrvzìone , i triangoli 
ABC, AB' O hanao un lato uguale e gli angoli adiacenti ugnali. 

Nella medesima guisa si dimostrerebbe la uguaglianza dei triangoli ADC, 
AD'O. Adunque 

BC=NO, CD=ON, AB<r*Aff, AD^AN. 

Per la qual cosa i triangoli ABD, A'ND, avendo un angolo ugnale BAD=> 
sasB'Au' compreso fra lati uguali , sono nguali , e perciò BD=NN, e quindi 
i triangoli BCD, B'OD' che hanno i Iati rispettivamente ugoali , sono uguali ; 
donde consegnita finalmente la uguaglianza degli angoli rettilinei BCD, NON, 
e quella per conseguenza deglLangoli diedri BACO, NA'ON. 

. 4iD> Allorché le rette sono siloate dalla medesima parte rap- 

porto ai piani CAD, OA'N, gli angoli triedri A, A sono ugnali. Ma se le 
rette AB, AN cadano da dilferenli parli rapporto ai piani CAD, OAN, 
gli angoli triedri non possono più coincidere ; si dice allora che questi angoli 
sono uguali per simmetria, perchè tutte le parti, dalle quali sono costituiti sono 
le stesse , ma però disposte in ordine inverso. 

SiQatle cose possono agevolmente spiegarsi nel modo seguente. Essendo 
gli àngoli CAB, CAD rispettivamente ugnali agli angoli CA'B', OA'N, ed 
i piani di questi angoli inclinati ugualmente, ove le rette .<df'/>' cadano 
dalla medesima parte per rispetto ai piani CAD, OA'N, ponendo gli angoli 
ugnali CAD, OA'N l' uno sopra l' altro in modo che i loro lati coincidano , i 
piani CAB, OA'N coincideranno ancora , ed AB cadrà sopra AN. In siffatta 
guisa i piani degli angoli triedri A, A' coincideranno , e per consegneoza questi 
angoli saranno assolutamente nguali. Ma allorché la retta AB è situata sul da- 
vanti del piano CAD, e la retta AN è siloata dietro il piano OA'N,mr esem- 
pio in AN, se si pone l'angolo OA'.N sopra il suo uguale CAD, i piani 
OAE', NAN cadranno dietro il piano CAD, c la loro comune intersezione * 
A E' cadrà in AE dietro il piano CAD, mentre la retta AB si troverà sul da- 
vanti di questo medesimo pianò ; le facce adunque degli angoli triedri A, A' . 
non potranno coincidere , e perciò la uguaglianza di questi stessi angoli triedri 
non potrà in -tal caso dirsi assoluta' o di soprapposirione ; quindi essa merita di 
essere distinta con nna denominazione particolare , e noi col celebre Legendro 
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la chinmeremo t^ud^/idRsa per timmetria- Per lagnai cosa diremo 
per timmetria 0 semplicemente simmetrici i due angoli A, A', allorché qnetti 
vengono formati da tre angoli piani uguali rispettivamente, ma disposti in ordine 
inverso. 

Ciò che è detto sì estende agevolmente agli angoli poliedri formali da più 
di tre angoli piani : per esempio nn angolo poliedro formalo dagli angoli piani 
a, 6, c, d, e, ed no altro angolo poliedro formato dai medesimi angoli io ordino 
inverso a, e, d, e, 6 possono essere tali che i piani nei quali sono gli angoli 
Dgoali sìeno ngnalmente inclinati fra loro. Questi dne angoli poliedri , che sa- 
rebbero ugnali senza che fosse possibile la loro soprap posizione , si diranno 
uguali per simmetria, 0 simmetrici, 

417 . Dati i tre angoli piani , t <ftiali compongono un angolo trio» 
dro , trovare con una costruzione eseguita nel piano f angolo che fan- 
no due 'qualunque degli angoli dati. 

Proposto un angolo triedro OABC { fig. lS6.‘ ) , bel qnale si snppongona 
conosciuti i' tre angoli piani AOB, BOC, COA, si cerca per mezzo di nna co- 
struzione eseguita nel piano , conoscere F angolo che fanno due qnalunqna di 
questi angoli piani per esempio AOB, BOC. 

Nel piano dell angolo BOC, e sopra i suoi lati OB, OC si facciano gli an- 
goli BOÙ, COE nguali rispettivamente agli aogoW BOA, del proposto 
angolo triedro ; sopra OD prendasi ad arbitrio un punto D, e si faccia OÈssOD; 
dai punti H ed £ si abbassino |e rette DB ed ECf perpendicolari rispettivamente 
ad OB ed OC ; si prolunghino queste perpendicolàri finché s' incontrino in P ; 
da questo punto si elevi PQ perpendioolare a PB, e fatto centro io B, con na 
raggio ugnalo a BD, si descriva il semicerchio DQd il qnale tagli PQ in ^ ; ti 
unisca il punto B col punto Q con la retta BQ: io dico essere l' angolo QBP la 
misura dell’ angolo d' inclinazione dei doe piani AOB, BOC. 

Per dimostrare ciò , si prenda eolia* costola dell' angolo triedro , la qnale 
rimane elevata sul piano BOC, nna lunghezza OA=OD, 0 si conducano le rette 
AB, AC, AP. 11 triangolo OBA risalterà ngnalir al triangolo OBD avendo 
questi dite triangoli un angolo ugnale compreso fra lati rispettivamente uguali ; 
sarà quindi BA=s:BO, e l'angolo OBA=zOBD; ma per costruzione. l' angolo 
OBD è retto ; adunque anche retto sarà F angolo OBA, e perciò OB perpendi- 
colare ad ambedue le rette BA, BP sarà (SqG) eziandio perpendicolare al piano 
APB, c per conseguenza il piano BOC, il quale passa per OB, sarà (4 io)' per- 
pendicolare al piano APB, ovvero , ciò che è lo stesso, il piano APB sarà per- 
pendicolare al piano BOC. Similmente sì dimostrerà essere il piano ACP per- 
pendicolare al piano BOC. Adunque la retta AP intersezione comune dei due 
piani APB, ACP è (4u* a*”) perpendicolare al piano BOC, e quindi l’angolo 
APB ò retto. Ciò posto é chiaro che i triangoli rettangoli APB, BPQ c\ie han- 
no le ipotcnuse AB, BQ uguali , e il iato comune sono uguali , c clic perciò 
l’ angolo ABP=QBP. Ma F angolo ABP misura la inclinazione dei piani AOB, 
BOI’, essendo AB, BP perpendicolari ambedue alla intersezione OB; adunque 
• l' angolo QBP misurerà questa stessa inclinazione , come sì voleva dimostrare. 

La Costruzione precedente si rende impossibile allorché il terzo angolo COE 
è maggiore della somma 0 anche minore della differenza dei dne altri BOC, 
BOI). Infatti per cs <guire quella costruzione fa d' uopo che BP aia minore di 
Bl). l’osto ciò , se si conduce DF perpendicolare ad OC, e si prolunga finché in 
C incontri la dcconferenza DJgG del cerchio descritto col centro 0 e col raggio 
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OD, sarà l’ angolo FOGs^FOD (299), a par consegnenia l’ angolo COG=i 
z=COObsBOC-\-BOD. Similmente se si conduce la retta df perpendicolare 
ad OC e si prolunga finche nel ponto g incontri la circonferenza DdgG del 
medesimo cerchio , sarà I’ angolo COg^COdaBOC—BOJamBOC—BOD. 
Ora è chiaro che se COE è maggiore di COG , o anche minore di COj^ , 
la perpendicolare EC che si condoce ad OC da un ponto E della circonferenza 
del cerdiio DdgG, non secherà Dd fra i punfi De a, e non sarà perciò BP mi- 
nore di BD o Bd. Adunque la soccennata costruzione si renderà impossibile 

a uanionqne volte il terzo angolo COE sarà maggiore della somma degli altri 
oe BOt, BOD, o anche minore della loro differenza ; i limiti poi della sua 
possibilità sono quelli stabiliti sopra. 

4 i 8 . La costruzione della quale si è parlato nel numero precedente , con- 
renienlemente modificata , serve altresì a trovare il terzo angolo COjÌ, qualora 
ai conoscano i due AOB, BOC, e il loro angolo d’ inclinazione. Infatti , se 
PBQ si fa ugnale all' angolo d’ inclinazione , e se BQ si prende eguale a BD , 
il punto Psì determinerà senza difficoltà condneendo peraendicolare a BPi 
e quindi si otterrà l’angolo COE, 0 CO A conduoendo PC peroendicolore ad 
Oc', e prolungandola fino all’ incontro in E della droonfcrenza DGg. 


CAPO XIX. 

r- 

DEI SOLIDI POLIEDBl. 


4iq. Chiamasi in generale toltdo poliedro 0 semplicemente poUeéro 
quello che vien terminato da tutte le parti da superficie piane, le quali si dicono 
le facce del solido. In particolare poi si chiama tetraedro quello eoe ha quattro 
facce ; ettaedro quello che ne ha Sei ; ottaedro quello che ne ha otto ; dode* 
caedro quello che ne ha dodici ; icotaedro queilo che ne ha venti ; ec. 

La intersezione comune di due facce adiacenti , dicesi laU> ovvero cottola 
del poliedro. 

Per solido poliedro regolare s’ intende quello , di coi tutte le facce sono 
poligoni regolari uguali , e di cui tolti gli angoli poliedri sono fra loro ugnali. 
Ora può agevolmente dimostrarsi che t poliedri regolari nòn pottono ettero 
più di cinque. Infatti se le facce del solido sono triangoli equilateri, ciascun an- 
golo pobedro del medesimo solido non può essere composto che 0 di tre , 0 di 
quattro , 0 di cinque angoli di questi triangoli (4i4) ; quindi conseguita non 
poter essere piu di tre i solidi poliedri termìuati da facce , le qnali tutte sieno 
triangoli equilateri ugnali. Se le facce del solido poliedro sono quadrati , ogni 
suo angolo non può essere formato che da tre soli angoli di questi quadrati ; 
donde si deduce non potersi dare più di un solido poliedro , le coi facce sieno 
quadrati tutti fra loro uguali. Finalmente se le facce del poliedro sono pentagoni 
regolari , anche qui ciascun suo angolo non può essere contenuto che da tre 
soli angoli di siffatti pentagohi , c per cons^uenza non può darsi più di un so- 
F 9I. I. S9 
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lido poliedro di coi tulio le facce sieno pcntogoni regolari uguali. Nè si può an- 
dare olire , poiché tre angoli di esagono regolare equivalgonoa r|iiatlro rctli , 
c perciò non possono formare un angolo poliedro , c per la ragione medesima 
non possono formare un angolo poliedro tre angoli di ottagono regolare che 
equivalgono a più dì cpoattro relli , oc. 

Non sono damane possibili che cinque soli poliedri regolari; tre formali 
eon triangoli equilateri , il tetraedro cioè , l’ ottaedro , e l’ icosaedro ; uno con 
quadrati , cd è l’ essaedro ; ed nn altro finalmente con pentagoni regolari , che 
è il dodecaedro. 

Fu dagli antichi dimostralo , e trovasi averne trattato altresì Euclide net 
libro Nili , che i cinque succcnnali poliedri regolari esistono realmente , e che 
se ne possono determinare tutte le dimensioni quanlunqac volle si conosca una 
delle lor facce ; noi però avendoci fio dal principio proposto di non protrarre 
molto a lungo questi elementi, di buon grado ci asterremo dal mentovare quanto 
(la essi , e dagli altri ancora più moderai intorno a tal materia fu detto (*). 

4 eo. Quel solido poliedro che vien terminalo da due poligoni uguali e pa- 
ralleli , c da altrettanti parallelogrammi qnanti sono i lati dei poligoni , sì chia- 
ma /imma (,/%r. tS8.“ ). 1 poligoni ugnali o paralleli, si dicano le boni àtA pri- 
sma. Im distanza fra le basi , o la perpendicolare abbassala da un punto della 
base supcriore sopra il piano della inferiore è 1 ’ allfizvt del prisma. 

II prisma è retto allorché i lati dei parallelogrammi, clic costituiscono la sua 
superficie concessa o Iateraie{**), sono pcrjicadicolari ai piani della basi, nel 
qual caso ciascuno di questi lati agguaglia Tallezza del prisma. In qualunque al- 
ro caso il prisma è obliquo , e l' altezza è minore del lato. 

Il prisma si appella triangolare , quadrangolare , pentagono , esagono , 
cc. secondo che la base' è un triangolo , un quadrilatero , un pentagono , un 
esagono , ec. Se la base è un parallelogrammo , il prisma è terminato da sei 
facce ItiUe pnrallelogramme , e si chiama parallelepipedo {fig- 160.“ ). 

Il parallelepipedo dieesi rettangolo , allorché tutte le sue facce sono paral- 
lelogrammi rettangoli. Fra i parallelepipedi rettangoli si distingue I' essuedru 
regolare terminalo da sci quadrati uguali , il quale solido dai geometri si nomi- 
na cubo. 

4.31. Si chiama piramide il poliedro formato da più piani triangolari , i 
quali partono da un medesimo ponto e vanno a terminare ai diiferenti lati di un 
medesimo poligono {fig. tb'S.'' ]. Questo poligono è la. base della piramide, il 
complesso dei piani triangolari dicesi superficie concessa o laterale della pira- 
mide , il ponto da cui pariamo questi piani triangolari si chiama vertice della 
piramide , e la perpendicolare abbassala dal vertice sopra il piano della base è 
r altezza della piramide. 

La piramide si dice triangolare , qua-irangolare , pentagona , ec. se- 
condo che la sua base è nn triangolo, un quadrilatero , un pcotagono , ec. 


(*) Fn i non pocl» Gcoqi« tri moderni i qiinli li nono occupali dei solidi poliedri regolort, 
nicriu dì essere consultato il Viiirciit : Court Uc OuooKtric cicuicntairc : troitìcoie ediUoii 
Parts iS3'|t iir. Ili; ch;ip. VI; IL 

('^) Tulli i poiierlri che noi consideriamo tono poliedri ad angoli taliciili , n poliedri 
comrii/. Chianiauio qoti quelli la cui superlicie non può ruscre incontrala da una linea rtita 
in più dì due punti. È chiaro poi che in un poliedro di Li fjtU il ptano di una taccia prò- 
l'ingato non mai ptiò secare il solido , e perciò à itnposùbile clic questo solid.) si trovi parte 
al di sopra, e park al di solto di «piti jtiaoo. 
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■ 4^2- Ddc solidi poliedri si dicono timmffrict, allorehù possono sitoarsi uno 
al di sopra, c l’ ollro al di eolio di un piano MN {fig. tSj.* ) in guisa tale cliu 
i Tortici A, A' \ ff • C, C ; ec. dei loro angoli poliedri sieno due a due 
iigualaiciite distanti da MN e sopra ona stessa perpendicolare AaA', Bòi»', 
CeC, cc. a questo piano. Sia B il vertice di un altro angolo poliedro del primo 
solido , abbassando IMI/ perpendicolare al piano MN, e prendendo 
sarà V il vertice dell' angolo omologo nel secondo solido. 

Posto ciò , pieghiamo il trapezio ABÒa lungo la retta ab , le lineo A</ , 
aA' uguali c perpendicolari sopra MN, coincideranno , come pure Bb, e ÒSI -, 
Tjuindi AB=bAB'. Con ciò resta dimostralo che le linee omologhe nei poliedri 
eimmelriei sono uguali. 

Ora essendo AB=AB', BC=B'C', AC=AC, il triangolo ABC sarà 
Dgnale al triangolo A B'O ; donde conseguita ebe nei poliedri simmetrici i 
trianaoli Omologhi som uguali. 

Inoltro , avendosi il triangolo ADCsstAVO, BBCmB'ffC, sarà l’ an- 
golo VCB=siyUB', ACU=»AC 1 J>, ACB=A'OB'. Per la qnal cosa , se i 
piani di questi angoli formano in C e C angoli triedri , questi angoli saranno 
nguali ; dal che si ricava (4iS. 4ib) che nei poliedri simmetrici gli angoli 
diedri e triedri omologhi sono uguali. Lo stesso ha luogo per gli angoli 
poliedri omologhi, poiché questi angoli sono composti (4i 2) di angoli triedri 
rìepeltivameote uguali. Che se i punti A, B, C, D sono nel medesimo piano , 
siccome mgfAo DCB<»mACD+ACB, così sì ha D'Cff=:>A>OI>-^A'UB‘, 
donde risulta ( 4 i 3 ) che 1 punti A, If, C, ff sono pure nel medesimo piano ; 
e’ inferisce da ciò che le facce omologhe dei poliedri simmetrici som uguali, 
perchè composte di triangoli ugnali rispettivamente , e similmente disposti. 

Da quanto è detto (inora si deduce i." che nei poliedri simmetrici tutte 
le parti omologhe che li costituiscono som uguali. 

E però da osservarsi clic la uguaglianza fra gli angoli poliedri omologhi nei 
solidi simmetrici , è uguaglianza di simmetria ; poiché se , per esempio , 1’ aa> 
gelo C è formato dai piani BCA, ACD, DCE, ec. , il suo omologo C ò for. 
maio dai piani BICA, A'Off, D'CE', ec. Questi piani sembrano disposti nel 
medesimo ordine che gli altri ; ma riflettendo che i due angoli poliedri sono in 
lina situazione inversa l' uno per rapporto all' altro, si vedrà chiaro che la disp» 
sizione reale dei piani che formano l’ angolo è la inversa di quella che ha 
luogo nei piani che formano l' angolo C. 

2.® Che due poliedri simmetrici sono eguicalenti tra loro, ossia uguali 
in solidità. 

hi'ò. Due prismi,i guati hanno un angolo poHeé-o compreso da piani 
rispcItjBamente uguali e similmente disposti sono uguali. 

Nei due prismi AI, AI' ( fìg. iSS.* ) suppongasi la base ABCDEwm 
^AB'OVK’, la faccia ABGF^AffG'P , e la faccia AEKFamAE'KT; 
ì due angoli poliedri A cd A' compresi da angoli piani rispetlrvamente uguali 
e similmente disposti « saranno uguali fra loro (4r6.4t6) , e perciò potrà 1 uno 
perfettamente coincidere con l'altro. Ora dalla coincidenza degli angoli ed A' 
ne conseguila evidentemeute la coincklensa delle basi e delle sdire corràpondenli 
facce dei dee prismi AI, A'V. Questi due prismi adunque sono uguali. 

Da siffatta proposizione si deduce 1 ’ altra seguente ; due prismi retti che 
hanno basi ed altezze uguali , sono uguali. Infatti se il lato AB^AA, e 
r altezza SG=Ii'G', il rettangolo ABÙFsmA'FG'P. Per la stessa ragione 
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il rettangolo AEKFtssJfEfEIF. Adnnqae i tre plani che formano V angolo 
iiolicdro A del prisma AI tono nguali rispettivamente ai tre piani che formano 
r angolo poliedro jA del prisma AI'. Adunque questi due prismi sono iigoalt. 

424< In un prisma qualunque le intersesioni fatte da piani paralleli 
sono poligoni uguali. 

il prisma AJ {,fig. iSg.‘ ) sì supponga secato da due piani paralleli , e 
sicno abcde, afb'dcPe' le due intersezioni ; dico essere ahede=Ba'b'c?^d . 

Infatti i lati ab, db' sono paralleli ( 4 oi), e compresi fra i lati AF, BG an- 
ch’essi paralleli; adaoqoca4=£r4'(292). Per la medesima ragione i lati be,ed,.., 
della intersezione abcde sono rispettivamente nguali ai lati Ve', dd, .... 
della intersezione db'c'de'. D' altronde , i lati uguali essendo eziandìo paralleli 
e diretti nel medesimo senso, gli angoli abe, bed, ede, . . . della prima inter- 
sezione sono rispettivamente ugnali agli angoli a'bfc', b'dd, dd'd,. . . della se- 
conda (4 o 2). Adunque queste due intersezioni sono poligoni perfettamente tonali. 

Quindi conseguila che la intersezione fatta in un prisma da un piano paral- 
lelo alla sua base , è uguale a cjuesta base. 

AzS. In ogni parallelepxpedo le facce opposte sono uguali e paraUeU. 

Sìa AG{,fig.ì6o.'‘)xi’a parallelepipedo; dalla definizione di questo solido le 
basi ABCD, ÈFGH sono parallelogrammi nguali , ed ì lati dell’ uno sono ri- 
spettivamente paralleli ai lati dell' altro. Ora io dico che questo stesso ha luogo 
per due facce laterali opposte, come 27 F 17 6 ; Imperocché essendo 

AD, AE uguali e parallele rìspeltivamonte a BC, BF, è chiaro che l' angola 
DAE è ugnale all’ angolo CBF, che il piano di quello è parallelo al piano di 
questo (4o2) , e che per cons^enza il parallelogrammo AEHD è uguale e 
parallelo al parallelogrammo BFGC. Similmente dimostrasi essere il parallelo- 
grammo ABFE uguale e parallelo al parallelogrammo DCGH. Adunque cc. 

Poiché dunque il parallelepipedo e un solido terminato da sei facce paralle- 
logramme , di cui le opposte sono uguali e parallele , una faccia qualunque e la 
sua opposta potranno ad arbitrio prendersi per le basi del parallelepipedo. 

4a6. Dn qualunque parallelepipedo si divide in due prismi trian- 
golari simmetrici dal piano che passa per due lati paralleli opposti. 

Per i due lati paralleli opposti BF, uh {fig. 161.* ) del parallelepipedo 
AG si faccia passare il piano BDHF ; i due solidi ABDIIEF, GHFBCD, nei 
quali verrà diviso questo parallelepipedo , dico cmere prismi triangolari simme- 
trici r uno dell' altro. 

Che il solido ABDHEF sia un prisma triangolare , è diiaro , perché es- 
sendo i lati AB, AD uguali e paralleli rispettivamente ai lati EF, Eh, i due 
triMgoli ABD, EFII sono (4o2. 270) uguali e paralleli,e le facce laterali ABFE, 
ADHE, BDIIF sono parallelogrammi (294). Nella medesima guisa ci persua* 
deremo essere il solido GHFBCD un prisma triangolare. 

Dimostro ora che questi due prismi sono simmetrici I' ano dell’ altro. Sopra 
la base ABD si conc^isca costrutto il prisma ABDH'E'F' che sia il simmetrico 
del prisma ABDHEF. Dal detto sopra (422) la faccia ABF'E' è uguale alla 
omologa ABFE, e la faccia ADH'E' è uguale alla omologa ADHE. Ma pa- 
ragonando il prisma GHFBCD al prisma ABDH'E'F', la base GHF è uguale 
alla base ABD , la faccia GHDC , che è ugnale ad ABFE ( 425 ) , è pure 
uguale ad ABFE, e la faccia GFBC, che é uguale ad ADHE, è uguale au- 
rora ad ADH'E' ; per conseguenza i tre piani fra quali è compreso f angolo 
triedro 'fi del prisma GHFBCD sono rispettivamente nguali ai tre piani fra 
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qnali è compreso l'angolo triedro A del prisma ABDIPIi^F’ : ossi <!’ altronde 
sono disposti similmente ; adnnqne i due prismi GIIFBCD, ABDIPE'P sono 
uguali in modo che soprnppostì coincidono ( 4 ® 3 )' Ma il prisma ABDH'FJP è 
per costrusione simmetrico del prisma ABVHEF ; dunque anche il prisma 
GHFBCD ò simmetrico del prisma ABDHEF. 

Dal teorema dimostrato ora s’ inferisce che in nn parallelepipedo qnalun* 
qoe gli angoli diedri opposti sono nguali , e gli angoli triedri opposti sono sim- 
metrici (422. i.“). 

'427. I parallelepipedi che hanno la medesima base e la medesima 
altezza , sono equiBaìenti. 

Sieno AG, AL {Jig- ) dne parallelepipedi della medesima base e 
della medesima altezza. Supponendo primieramente che essi vengano lateral- 
mente compresi da due piani paralleli, 1 dne lati EF, HG si troveranno in linea 
retta con i lati IK, ML, e i noe prismi triangolari AEIMDH, BFKLCG sa- 
ranno ngoali , perchè contenuti da facce rispettivamente ugnali c similmente di- 
sposte .(423). Ora se da tolto il solido ABCDHEKL si toglie il prisma 
AEIMDII, resta il parallelepipedo AL, e se dal medesimo solido si toglie il 
prisma BFKLCG, resta il parallelepipedo AG. Adunque i parallelepipedi AG, 
AL sono equivalenti. 

Cile se poi i parallelepipedi AG, AL della medesima base e della medesi- 
ma altezza non sono compresi lateralmente da piani paralleli come nella 
Jìg. i 63 .' , prolungando i lati delle loro basi superiori HE, GF, LM, KI 
Gncbè s’ incontrino in N, O, P, Q, si otterrà un terzo parallelepipedo AP, il 
quale Mr ciò che si è ora dimostrato , è equivalente a ciasenno dei due paralle- 
lepipedi AG, AL. Adunque i parallelepipedi AG, AL sono equivalenti. 

Quindi conseguita potersi sempre costruire un parallelepipedo rettangolo 
equivalente ad nn parallelepipedo qualunque dato. Infatti da ciascun angolo 
della base inferiore ABCD {Jig. 164.“ ) alzando le perpendicolari al piano di 
questa , si ptrò facilmente costruire un parallelepipedo retto AG equivalente al 
proposto , cne è inutile rappresentare nella figura. Condneendo quindi AI, BK. 
perpendicolari a PC nella ABCB, si formerà sopra ABKÌ il parallelepi- 
pedo rettan^lo AL, il quale essendo equivalente ad AG, poiché ha la stessa 
nasc ABFE e la stessa altezza AI, sarà per consegnenza equivalente ancora al 
parallelepipedo proposto. 

428. Due parallelepipedi rettangoli che hanno la stessa berne, stan^ 
no tra lord come le rispettive altezze. 

Se queste altezze hanno una. comune misura , dividendo i solidi in parti 
uguaji per mezzo di piani paralleli alle loro basi, 6i ragionerà per essi come' per 
i rettangoli ( 334 ) > lo che si farà ancora nel caso in cui lo altezze sono incom- 
mensurabili. 

Vicendevolmente, due «twallelepipedi rettangoli che hanno la mede- 
sima altezza , stanno tra loro come le basi. 

Chiamando P, P i dne parallelepipedi rettangoli , collochiamoli in modo 
da far coincidere uno dei loro angoli poliedri , e la loro costola uguale ; le basi 
saranno disposte come AÈCD (ffg. 16S.* ) per P, e come AIKN per P. Pro- 
lungando ora NK in O, il-parallelepipedo P' costrnllo sopra la base AO e con 
r altezza medesima dei parallelepipedi P, P può considerarsi come avente AN 

P AD 

per altezza , e la faccia AF per base ; donde s , Dippiìi prendendo 
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la faccia AI\ME per biic «lei pnrslldepipodi P\ f, 1 « loro altcno «iranno 

pii 

AB, AI, e perciò si avrà m* —zy . filultiplioaado qoetlo proporzioni fra 

X* All 

loro , risulterà ■ 

P AI)y.AB 
: P ^ A Il ‘ 


Ma ( 33 G) .il prodotto ADxAR è uguale alla base ABQJ) , il prodotto 
ANy.AJ e uguale alla baso AIKN. Adunque ec. 

429. Vue parallelepipedi rettangoli qualunque , atanno tra loro co- 
me i prodotti delle basi per le rispettice ullezze. 

Juiperoccbù se le basi sono ASCI), AIKN, e le altezze AE, AQ\ prò- 
Fungando le facce di quello che lia un' altezza minore , e die cliiamiamo p, fino 
alla base supcriore dell' altro che dinotiamo con P, sì formerà un parallelepipedo 
AL=.P clic avrà l'altezza medesima di P, c la stessa base di p. SI otterrà 

j 4 . ^ 4 !.. 1. -P ' I 4 

(42S) dunque da nna parte — = -77-., c dall altra : donde 

’ p AQ P AIKN 

si dedurrà 

_ ABCPyAE 
p ~ A1KN-/.AQ ' 

Ilapprcsentando dunque con a, b, e le tre costole AB, AD, AE che for- 
mano r angolo triedro A del parallelepipedo P, e con al, 6 ', c' le tre AI, AN, 

AQ del paralldcpipedo p , si avrà — *= apparisco , 

che per misurare un parallelepijiedo rettangolo P, ossia per trovare il suo rap- 
porto con un altro p , il quale si considera come unità di misur.a , fa d' uopo 

cercare i rapporti ^ ^ ^ Ira le rispettive costole che formano ua an- 

golo triedro , c quindi moltiplicare questi rapporti Ira loro. Sia / il loro pro- 
dotto , sarà l un numero astratto, il quale ci dinoterà il uumero delle volle rhc 
il jiarallelcpìpcdo P contiene il parallelepipedo p. 

43 0. La solidità di un parallelepipedo rettangolo è uguale al pro- 
dotto della sua base per la sua altezza , aliando si prende per unità di 
solidità il cubo che ha per lato la unità lineare. 

l\oi abbiamo (429) in generale 


P:pssa.b.e:a' .b' .e' . 

Ora sii|iponcndo clic p sia nn cubo che ha per lato la unità linoarc > sapponcndo 
cioè che sia a':s:b'=nc'= 1 ; si avrà 


P:ps=a.b.c:i. 


Per la qual cosa , se si prenda come unità di misura rispetto ai solidi , il 
parallelepipedo P risulterà aguale al prodotto a.ò.c, che è il prodotto della sua 
Base a.b per la sua altezza c- 
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Allorehc aaaioBe , si otlctra P=a^ : di qui deriva la denomi nazione di 
euio data alle potenze terze (102). 

43 1. La solidità di un prisma qualunque si esprime pel prodotto 
della sua base per la sua altezza. 

Se il prisma è un parallcleptpedo qaalunque , essendo esso cqiiivnlenfc ad 
iin parallelepipedo rettangolo ebe abbia l’ altezza medesima e la base e<|uivalenta 
(427) , è cniaro che sarà come questo uguale al prodotto della sua base per la 
soa altezza. 

Se il prisma è triangolare , esso è la metà di nn parallelepipedo ohe abbia 
la stessa altezza ed una base doppia (426. 422.2.°). Ora la solidità di questo ò 
uguale al prodotto della sua base per la sua altezza ; quella dunque del prisma t 
triangolare , sarà uguale al prodotto della sua base , metà di quella del paratie- 
lepi]>edo , per la sua altezza. 

Finalmente un prisma qualunque può essere diviso in tanti prismi frìangoi. 
lari della medesima altezza quanti sono i triangoli, nei quali si può dividere la 
sua base poligona. Ora ciascuno di questi prismi triangolari è ugnalo al prodotta 
della sua base per la sua altezza. Adunque, poiché T altezza p la stessa per tutti* 
sarà la somma di tutti i prismi parziali ugnalo alla somma di tutti i triangoli che 
servono loro di basi , moltiplicata per In comune altezza. Adunque la solidità di 
un prisma qualunque è uguale al prodotto della sua base per la sua altezza. 

Quindi si deduce che i prismi della medesima altezza stanno fra loro come 
le basi , e i prismi della medesima base stanno fra loro come le altezze. 

43 2. Se una qualunque piramide è secala da un piana parallela 
alla base , la sua altezza ed i suoi lati saranno secati in parti proporr 
zionali , e la sezione sarà un poligono simile alla base. 

Se la piramide y ABCDE {^fig. t 6 S.“ ) si supponga secala con un piano 
parallelo alla sua base, in modo che si abbia la sezione abede ; dico primiera- 
mente che i lati FB, yC,yO, FÉ. e l'altezza VO della piramide saranno 
secali in a, b, c, d, e ed in 0 proporzionalmente. Imperocché essendo ( 4 oi) i 
lati ab, bc, cd, . ■ . della sezione , paralleli rispettivamente ai lati AB^ BC, 
CD, . . . della base , i triangoli P^AB, FBC, VCD, . . . sono rispettiva- 
mente simili ai triangoli Fab, ybe, Ved, ... \ per conseguenza ( 34 o^.i.”) 

Va .aA<=r,Vb -.bB^Vc :eC =»cc. 

VA:Va=VB:Vb=VC:Vc^cc. 

VA-.aA=VB‘.bB=nzVC:cC=tx. 

Parimenti essendo ho parallela a BO, il triangolo V BO è simile al triangolo 
Vbo, e perciò Vb-.bB^Vo'.oO. Adunque ec. . . 

Dico inoltre che la sezione abede e nn poligono simile alla base ABC DE. 
Inralli gli angoli abe, bc(L ede, . , . sono (4o2) uguali rispettivamente agli 
angoli ABC, BCD, CDE, . . . , c dippiù 

aò:AB=zbc:BC=zcJ: CD—ec. 

Adnnqnc ( 347 ) 

433. Due piramidi VABCDE, VXYZ lo quali hanno il vertioo V comune 
e la medesima altezza VO, avranno evidentemente Io basi >/SC/?Zì', A F’Z si- 
tuate sopra nn medesimo piano. Ora io dico che secando queste due piramidi 
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Soo 

con uno stesso piano pamìleh a quello delle loro basi, le seaioni sta- 
ranno tra loro come queste basi. 

Sieno abede, xyz (e 8czìodì ; avremo (43a.362) 

ABCDE-.abcde«eJ{ABy.{abYM^VA)'\yay, 

XYZ-.xysz=:{XYy:{xi,y={F]0*iFxY. 

' Ora appartcDCado le doc sezioni al medesimo piano, si ha F A'.VaaVX.Vx. 
Adunque ' 

ABCDE:abedeasJLYZ:xyz , ossia abede'.xys=zABCDE:XYZ. 

Qoindi s'inferisce che le sezioni abcde.xyt fatte ad ngnali altezze sono equi- 
valenti , quante volte le basi ABCDE, XYZ sono equivalenti. 

434- Nella piramide triangolare FABC {Jig. i€j.* ) si divida il lato CF 
in nn determinato nomero. di parti uguali , per esempio in tre Cc, ed, dF, : 
per i punti c, d, ^ di divisione si conducano dei piani paralleli alla base ABC e 
quindi s' intendano costrutti in ciascnn segmento i prismi triangolari interni 
pqCctnn, p'q'edmfn', e gli esterni ABCcao, tmedab', m'ddFd'd' ; i solidi 
Bm, nm‘, idn'd Fa"b" presi insieme , daranno l’eocesso dei prismi esterni sopra 
gl' interni. Ma essendo (4o3-420.43i) tdn'dFa"b"=:flq'edniìn' , sarà nm'-f- 
ni Wd Fa" b" — mnedald = pqCcmn , e conseguentemente Bm -|- nnl-\- 
■\-nin'd Fa"d'nssABCcab. Adunque l’eccesso dei prismi esterni sopra gl'inter- 
ni , agguaglia il primo prisma esterno. Ora se il numero delle parli uguali in 
cui si divide il lato CF si faccia crescere all’ inCuito, il primo prisma esterno di- 
venterà sempre più piccolo, con che 1' eccesso dei prismi esterni sopra gl' interni, 
o molto più (’ eccesso dei prismi esterni sulla piramide si potrà rendere minore di 
una qualunque data comunque piccola quantità solida. 

435. bue piramidi triangolari , le quali hanno le basi equiwdenti, 
e le altezze uguali, sono equivalenti. 

Se le due piramidi triangolari FABC, F'A'BlO, le quali hanno la basi 
ABC, A' ffO equivalenti , eie altezze ugnali , non fossero equivalenti , una di 
esse , per esempio FABC, sarebbe maggiore dell’ altra F'A'IfC di una certa 
quantità che chiamo D. Ora si concepisca intorno alla piramide F'AB'C de- 
scritto un numero di prismi esterni tale che la diiferenza tra i prismi e la pirami- 
de sia minore della quantità D (434); secondo la sopposizione già fatta, sarebbe 
la piramide FABC maggiore ancora della somma di questi prismi. Per lo che 
supponendo intorno alla piramide FABC descritto un ugual uumcro di prismi 
esterni , la somma di questi ( che a motivo delle basi equivalenti e delle altezze 
uguali sono (43 1) equivalenti rispettivamente ai prismi esterni della piramide 
y'AIÌ'O ) dovrebbe essere minore della stessa piramide FABC , la qual cosa, 
per essere impossibile , dimostra che la piramide FABC non può non aggua- 
gliare la piramide F'AffC. Adunque due piramidi triangolari ec. 

436. i na piramide triangolare qualunque è il terzo del prisma che 
ha la medesima base e la medesima altezza. 

Si abbia la piramide triangolare A ABC ( fig. tffS.* ). Dai punti B, C si 
conducano le linee rette Bff, CC uguali e parallele al lato AA, e si congiun- 
gano le rette A' E', E'C ; si otterrà in tal guisa il prisma ABCCA'B', che 
avrà la medesima base e la medesima altezza della proposta piramide. Ciò fatto, 
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tirando la diagonale BC^, il prisma conterrà, olire ia propoita piraibide A! ABC, 
ie altre dne piramidi triangolari BB'A'O, A'BCO, e sarà 

ABCCA'Bf=A'ABC-\-BBfAfC-icjfBCO. 

Ma la piramide BffjfC è equiralenlo alla piramide A' ABC (435) : dippiù 
la stessa BffjfO, potendosi considerare come avente la base BBfO ed il vertice 
A', è ancora equivalente alla piramide A'BCC. Adunque 

ABCCA'B'mmZA'ABC, donde A'ABC~x ^ABCOjfff. 

ó ‘ 

Da questa proposizione e dal detto nel numero 43 1 , si deduce i.° che la 
solidità di una piramide triangolare è misurata dal prodotto della sua base per 
la terza parte della stia altezza. 

2 . ° Che la solidità di una qualunque piramide poligona è misurata ancora 
dal prodotto della sua base pel terzo della sua altezza. Infatti una piramide po- 
ligona qualunque si compone di tante piramidi triangolari tutte deli’ altezza me- 
desima , quanti sono i triangoli che compongono la sua base. 

3. ° Che due piramidi della medesima altezza stanno fra loro come le basi, e 
vicendevolmente due piramidi della medesima base stanno fra loro come le altezze. 

43 7 . Se tma piramide triangolare sia eecala con un piano parallela 
alla sua base , il tronco che rimane togliendo la piccola piramide, è ugua~ 
le a tre piramidi dell altezza medesimi del tronco , le cui basi sono la ba- 
se inferiore del tronco , la superiore , e la media proporzionale fra que- 
ste due. 

Sia ARCC'jfff [fio- ‘ ) un tronco di piramide triangolare a basi 
parallele. Per i punti A, If, U facendo passare il piano ABC, e per A,B,C 
.il piano AB'C, il tronco verrà diviso nelle' tre piramidi triangolari B'ABC, 
B A A' C, S'ACO, iìcWe quali la prima è situata sopra la base inferiore del 
tronco ed ha la medesima altezza che il tronco , e la seconda può considerarsi 
come situata sopra la base supcriore del tronco ed ugualmente alta clic il tronco. 
Per ciò poi che si appartiene alla terza piramide se dal punto B' nel 

piano A'ABB' si conduca ia retta BD parallela al tato A' A, essa riuscirà pure 
parallela al piano A'ACO (Sgq). Adunque la yÌT&mìàeB'ACC'c equivalente alla 
piramide DACC che ha la medesima nase ACC ed il vertice in D (433). Ora 
questa piramide DACC, se si consideri situata sulla base ACD c col vertice in 
C’, ha la medesima altezza del tronco , e la sua base ACD è media piv^rzio- 
naie tra le due basi del tronco ; infatti essendo l’angolo CAD=OA'B ed il 
lato AD=A»B', sarà (358.432) U triangolo ADC:A'BC=AC.A’a = 
=sAB:A'B ; ma (338) il trìangoio ABC: ADCz=AB:ADz=AB:A'B-, adun- 
que ADC.A'ItC=»ABC:ADC , ossia A'BCiADC^ADC.ABC. Adunque 
se una piramide triangolare ec. 

438. Ma la solidità di un qualunque tronco piramidale Ae {fig- 16 €.* ) si 
pnò sempre ottenere allorché si conoscono le dimensioni delle ban parallele 
ABC. . . , abe . . . , dei lati omologhi di queste, come p» esempio BC, be, e 
dell' altezza oO. Imperocché essendo ( 432 . 246 ) 


f'ol.I. 


.FO^roiFimiBC^Òe-.Se, 
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sarà Foss , e perdo (436) la piramide 


e b piramide 


„ . I òe.oO 

Va&e . . •« y • o4tf . . . , 


VABC. . . = {VoJroO)ABC. • • = y • ABC . . 


Ora il tronco AcaiVABC . , • — Faòe .... Adonqoe 


Ac^ 


T“® ( — s&iir — )• 


i^Q. Si DQÒ ottenere la misnra della solidità di nn qnalanqne Solido polie- 
dro dÌTÌaendolo in piramidi. Questa divisione però può .eseguirsi in piu di una 
guisa ; una delle più semplìd consiste nel far passare i piani di divisione pel ver- 
tice di uno stesso angolo poliedro , con che si avranno tante piramidi parziali , 
quante facce sono nel solido, eccetto quelle che contengono l'angolo poliedro dai 
quale partono i piani di divisione. 

44o. Doe solidi poliedri , i quali sono terminati da facce simili ciascuna a 
ciascuna , similmente disposte , ed ngualmente inclinale fra loro , si dicono 
timli. 

Da siOatta deCnizione si deduce che se due piramidi sono simili , h minore 
potrà essere sitnata nella maggiore in modo che abbiano I' angolo poliedro F 
comune. Allora le basi ABC . . . , abe . . . saranno parallele ; poiché per essere 
sìmili le facce omologhe', sarà l'angolo FabassFAB , 1' angolo Fbe^FBC , 
e perciò (4oa) il piano abe . . . parallelo al piano ABC ... Ciò posto , sia FÒ 
la perpendicolare abbassata dal vertice F sul piano ABC . . . , e sia o il punto 
ove questa perpendicolare incontra il piano abe ... ; si avrà (432) 

FO: Fotz.FA-. Fa=nAB:ab , 

e quindi 

^FOi~Fo^AB:ab. 


Dippiù , essendo le basi ABC . . ,^abc • . . figure simili , si otterrà (SGa) 
ABC ... ; abcs!^AB)*:{(A)'. 

Per la qnal cosa sarà 


FO.ABC . . . : y Fo.abc . . . =z[AB)h{ab)hm{FA)h{Fa)im^. 

Ma il prodotto FO.ABC ^ . . è b misura della piramide FABC . « . , il 
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prodotto Vo.ahe ... è la misara della piramide Vale . i . Adonque h pi- 


ramidi simili stanno fra loro come i cubi dei lati omologìa. 

Ora si comprende ageToloientc che due qoalunqne solidi poliedri simili P, 
^ si possono decompotTe in nn medesimo nomerò di piramidi nspettivamente' si* 
miti , e similmente disposte : laonde , chiamando S, Sì, Sì', ... le piramidi in 
coi si decompone il primo-solido , s, s', s", ... le piramidi in coi si divide il se- 
condo, ed A', A!', ... a, a*, ó", .... i lati omologhi di queste piramidi, 
si avrà 

S _ A^ S A'-i S" 

T “ ^ ’ a' “ ’ s" “ a"3 ’ • ■ * 


A Ai A" 

Ma in virtù della somiglianza dei doe solidi .P, p, — =s ss -r- 

a a «' 

, S S Sì' J 

dunque -j ^ = . . . = ^ ; donde 


. . . £ ^ 
a -j-j' + • . ■ p ^ 


Adunque due qualunque solidi poliedri simili stanno fra loro come i cubi 
dei lati omologhi. 


CAPO XX. 

DI AlCDlfE ROZIOin SCILA SFKBA , DELIA RATURA E DZUZ FEIRCIFAU PBOFSIETÀ 
DEI TSIAHCOU SVEBICI. 


44i. La sfera h un solido terminalo da una superficie che ha tutti i sooi 
punti ugualmente distanti da on punto che dicasi centro della sfera. 

Se il semicerchio ACB {Jig- igo.* ) si faccia ^rare intorno al diametro 
AB, « genererà una sfera ; imperocché la superficie che con taf movimento 
vien desci.tta dalla semicirconferenza ACB, ha evidentemente tutti i sooi punti 
ugualmente distanti dal centro O. 

Il raggio della sfera é la linea retta che dal centro n condoce ad un punto 
qualunque della sua soperfide ; il diametro 9 asse della sfera è la linea retta cha 
passa pel centro , e termina da ambe le parti alla superficie. 

In una stessa sfera tatti i raggi smio uguali , tatti i diametri sono pure 
ugnali e doppii del raggio. 

44s. Allorché la sfera vien secata da un piano , la sesùme è un 
cerehia. 

Questa proposizioce è evidente ove il piano secante si supponga passare pel 


A 
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centro 0 della sfera. Sia danqne emitifd nna sezione falla nella sfera dann piano 
clic non passa pei sno centro O. Da questo centro si abbassino la perpendicolare 
Oo sol piano etimi d della sezione , c varie oblique Oc, Om, Otri, .... a di- 
versi punti della curva ettmid che termina la sezione. 1 triangoli Oeo, Omo, 
Om'o, . . . essendo rettangoli in o, ed avendo le ipotenuse Oc, Om, Otti, , . . 
ugnali , perchè raggi della medesima sfera , ed il lato Oo comune , avranno 
eziandio i lati oe, om, otti, . . . tutti uguali (281. 5 .°) , e perdo la sezione 
cmm'd sarà on cerchio che ha il suo centro io 0. , 

La sezione che passa pel centro dìcesi cerchio mcusùno , quella poi che 
con passa pel centro dicesi cerchio minore. 

Dal detto si deduce i." che tutti i cerchi massimi sono ngnalJ fra loro. 

2. ° Gic due cerchi massimi si secano in due parti uguali , poiché la loro 
comnne intersezione è il diametro. 

3. “ Che ogni cerchio massimo divide la sfera e la sua superllde in dne 
parti ugnali. 

4 . ° Che il centro di nn cerchio minore, c quello della sfera, sono sopra una 
medesima retta perpendicolare al piano del cerchio minore. 

5 . " Che i cerchi minori sono tanto più piccoli , quanto sono più lontani dal 
centro della sfera , poiché quanto più è grande la distanza Oo, tanto più é pic- 
cola la corda cd diametro del cerchio minore emnid. 


6 .° Che per due punti dati sulla superfìcie dì una sfera si può sempre far 
passare on arco di cerchio massimo , poiché i duo ponti dati ed il centro della 
sfera dctcrminonp la posizione di un piano. 

443. Un piano e tangente alla sfera , quando non ha che on sol punto co- 
mune con la sua superCcìe. Ciò posto', si dimostra che ogni piano condotto per 
la estremità di un raggio perpendicolarmente allo stesso raggio , è tan- 
gente alla sfera. Sia infatti CAD [ fig. ^7/.“ ) nn piano perpendicolare alla 
estremità del raggio OA ; dal centro 0 al punto- G preso ad arbìtrio nel piano 
CAD conduiyndo la retta OG e congiungeudo AG, il triangolo OAG sara ret- 
tangolo in A ( 3 g 2 ) , e quindi OG'^OA. Adunque il jninto G è fuori della sfe- 
ra. L’ ìslcsso dicasi di un qualunque altro punto del piano CAD. Questo piano 
adunque non ha che il solo punto A comune con la superficie della sfera , e per- 
ciò esso è tangente alla sfera. 

444 - Polo di un cerchio segnato Sulla sfera , diccsi quel punto della super- 
ficie sferica , il quale dista ugualmente da lutti ì ponti della circonferenza di que- 
sto cerchio. 

Ora si dimostra che le due estremità del diametro che si conduce per- 
pendicolarmente al piano di un cerchio massimo , sono poli di questo cer- 
chio massimo , e di tutti i cerchi minori ad esso paralleli. 

Imperocché se il diametro AB {Jig. lyo-" ) si suppone perpendicolare al 
piano del cerchio massimo CMM'D , esso sarà puro perpendicolare a tutte le 
rette OC, OM, OM', ec. che pel centro 0 della sfera si conducono in questo 
piano ( 3 g 2 ) , e quindi lutti gli archi AC, AM, AM, ec. saranno quarte parti 
della circouferenza ; lo stesso è degli archi UC, BM, B.ll', oc. Adunque i punti 
A, e B distano ugualmente da tutti i punti della circouferenza del cerchio massi- 
mo CMM'D, e perciò sono poli di questo cerchio. 

Dippiù il diametro AB perpendicolare al piano CMM'D, è perpendicolare 
eziandio al piano cmm'd paralle'o a CMM'D (401. 2.‘*j , c perciò passa pel cen- 
tro 0 del cerchio minore cmm'd ( 442 - 4 -°f ; quindi sì deduce che tutte le cordo 
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''Ac^ Am, Ani, ec. sono fra loro ngoali (3g6. 4<°)- Ma nei cerchi nguali Io 
corde uguali corrispondono ad archi ugnali. Adunqne tgtli gli archi Ac, Am, 
Ani, cc. sono fra loro ugnali. Adunque il ponto A è polo del cerchio minore 
cnrn'd, e per la ragione medesima il ponto Bh l'altro nolo di questo stesso cerchio. 

Quindi conseguita i.° che ogni arco condotto da no punto qualunque della 
circonferenza di no cerchio massimo al suo polo , è uguale ad un quadrante , 
ossia alla quarta parte della circonferenza. 

2 .° Che se la distanza del punto A da ciascuno dei due ponti M, M' della 
circonferenza del cerchio massimo CIUM'D, è uguale ad nn quadrante , sarà A 
polo' di questo cerchio massimo. Infatti dal centro O della sfera condneendo 
OM, O.ìl', poiché gli angoli AOM' sono retti, il raggio AO%ath nel 
tempo stesso perpendicolare ad OMe OltV, o quindi sarà (3o6; perpendicolare 
al loro piano , che è lo stesso che quello del cerchio massimo VMM'l). Adunque 
la estremità A del raggio .^Osarà polo di questo cerchio massimo. 

445. Chiamiamo triangolo sferico quella parte della superfìcie della sfe- 
ra , che é racebìnsa fra tre archi di cerchi massimi. Questi archi , che si chia- 
mano i lati del triangolo sferico , vengono sempre supposti minori della semicir- 
conferenza , e gli angoli che i loro piani fanno tra loro sono gli angoli dot 
triangolo. Dallo scambievole' intersecarsi dei cerchi minori risultano ancora dei 
triangoli nella superfìcie della sfera ; noi però si in questa che nelle altre parti 
di questi clenìcnti non intendiamo parlare che dei soli triangoli sferici, i quali 
vengono formati dallo wambicvole intersecarsi dei cerchi massimi. 

Un triangolo sferico si dice rettangolo, quando uno dei suoi angoli è retto; 
isoscele quando due suoi lati sono uguali; equilatero quando tutti i tre lati sono 
nguali ; ec. 

446. In un triangolo sferico , un lato qualunque è sempre minore 
della somma degli altri due lati. 

Sia O {Jig. 1JS.‘ ) il centro della sfera ; da questo centro ni tre vertici 
A, B, C del triangolo sferico ABC conducendo i raggi UA, OB, OC, i tre 
angoli piani AOB, BOC, COA -saranno rispettivamente misurati dai tre lati 
A B, BC, CA del triangolo. Ora questi tre angoli formano in O l' angolo trie- 
dro OABC, e in ogni angolo triedro ciasenno dei tre angoli piani che lo com- 
pongono , è minore della somma degli altri duo(4i3). Adunque ec. 

447 . La somma dei tre lati di un triangolo sferico qualunque è sem- 
pre minoro della circonferensa di un cerchio massimo. 

Sia il triangolo sferico ABC {Jig. ij3.* ) , i cui lati AD, AC, si pro- 
Innghino lino ad incontrarsi di nuovo in D. Essendo (44-6) BC^BD-\-CD, o 
BD.\.CD=%Ì>o°—AB—AC, sarà BC<ZM^—AD—AC , donde AB-tr 
-\-AC-\-BC^%o°, la somma cioè dei tre lati del triangolo sferico ABC mi- 
nore della circonferenza dj un cerchiò massimo. 

Questa proposizione può dimostrarsi ancora con la figura del nnmero prece- 
dente. Infatti i Ire archi , ossia lati AB, AC, BC, misurano i tre angoli piani 
AOB, AOC, BOC: ma (4i4) la somma di qnesti angoli è minore di 36o®. 
Adunque la somma dei Ire lati AB, AC, flCsarà pnre laioore di 30o". 

443. Un angolo qualunque EAf {Jig. ijt.*) formato da due archi di 
cerchi massimi AE, AF, è ngnale all’ angolo CAu formato dalle rotte AC, 
AD sitnale nei piani stessi di quegli archi , dirette pel verso medesimo , e tan- 
genti ad essi nel punto A. Imperocché la AC situata nel piano dell arco AE, 
ed insieme tangente a questo orco , è perpendieoiaK al raggio OA ; similmente 
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la y4D silaala nel plano dell' arco j4F, ed insieme tangente a questo arco , è 
perpendicolare al medesimo' raggio OA. Adnnqoe l'angolo Cy4D è aguale 
all’angolo dei piani O^E, OAF (4o5) che è l’angolo degli archi AE,AF^^). 

Ma r angolo EAF è altresì misuralo dall' arco di cerchio ma^mo EF 
descritto dal punto A come polo , fra i lati AE^ ^A^rolungati se fia bisogno. 
Infatti K A h i>oio dell’ arco di cerchio massimo EF, sarà A&^AF=^o°, e 
quindi i raggi ÒE, Oi*’ saranno perpendicolari ad OA, c perciò l' angolo EOF 
sarà uguale all'angolo dei piani ÒAE, OAFt ossia all' angolo EAF degìi archi 
AE, AF. Ma l' angolo EOF ha per misura f arco EF. Adunque anche 1’ an« 
gelo EAF avrà per misura 1' arco EF. 

Quindi si deduce la sedente proposizione. Gli angoli dei trùtngoli tje- 
riti potsono paragonarti fra loro per mezso degli archi di cerchi mas* 
timi deteriui dai loro vertici cpme poli, e compresi fra i loro lati. 

449- Proposto il triangolo sferico ABC {Jig. I'p4‘ ) » se dai vertici 
B, C come poli , si descrivano gli archi di cerchi massimi ffO, A'C, A'B‘, 
questi formeranno il triangolo sferico A'ffO, i cui vertici A', Èf, O saranno 
poli degli archi BC, AC, AB. Infatti k A k polo dell’arco B'Ò, la sua di< 
stanza dal punto £' sarà uguale ad un quadrante, e se Ci polo dell'arco A'B', 
la distanza del punto C dal punto B' sarà pure uguale od un quadrante. Adun- 
que il punto ff e distante da ciascuno dei punti A, C per un quadrante ; dun- 
que esso è il polo dell' arco AC (444* In simil guisa si dimostrerà che 
e polo dell’ arco BC, e che C è polo dell’arco AB. 

Ciò posto , prolungando come nella %ura i lati AB, AC, BC del trian- 
golo sferico proposto , si avrà 

donde si dedurrà 

jB'£'-t-CZ)'=FC'-J.P'£'-Bi8o“ , BE-\-CD=iBCJpDEr»i^a°. 

Ma r arco TFE misnra l’ angola BAC, e 1' arco DE misura l’ angolo B'AC 
(448). Adunque sarà 

B'C'=:i8o°—BAC , B'A'C=i8o°—BC. 

Queste forinole c’indicano che ciascun lato o angolo del triangolo A'B'C' è 
uguale alla mezza circonferenza meno l’ angolo o lato oppmto nel triangolo 
ABC. Per la qual cosa dinotando con a, 6, c i lati opposti agli angoli A, B, C 
del triangolo ABC, e con a', b', c' i lati opposti agli angoli A*, ff, G del 
triangolo A'B'C, otterremo 

o'esiSo**— 4'sai8o“— 5, c'=i8o°— -C 

Asbi8o'* — a, £'= 180 °— 4, C’aai 8 o°— c. 

Si danno ai triangoli ABC, AffC differenti denominazioni : noi però col 
celebre Legendre li chiameremo polari. 

45o. Le tre prime equazioni (p) danno 

^+i?-i-C’B=54o’-(«'-f 4'+c') ; e quindi ^-H£+C<54o». 
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o'+i'+c'<36o° ; per consegnenza sarà 

Adaoqae t tre angoli di un triangolo tferico Qualunque presi insieme , 
sono minori di sei angoli retti , e maggiori di due. 

Da siffatta proposizione si dedace i.° che la somma^ degli angoli dina 
triangolo sferico non è costante come quella dei triangoli rettilinei ; essa infatti 
varia da dae angoli retti fino a sei , senza mai poter essere ngaale all' ano o 
bIT altro limite. Quindi è che due angoli dati non possono farcì conoscere il terzo. 

2 .° Che nn triangolo sferico può avere due o tre angoli retti, e anche dae 
o tre angoli ottusi. 

45 1 . Sia dato il triangolo sferico ABC {/ig. tjS.* ), Dal vertice A rame 
polo , e con l’intervallo AC,d descriva 1’ arco di cerchio minore DEC: pari- 
menti dal vertice B come polo , c con l’ intervallo BC, si descrìva I* arco di 
cerchio minore DFC : quindi per il punto D, nel quale gli archi DEC, DFC 
b’ incontrano, sì conducano gli archi di cerchi massimi AD, BD; dico che il trian- 
golo sferico ABD in tal guisa costrutto ha tatto le sue parli nguali a quelle del 
triangolo dato ABC. 

Che il triangolo ABD abbia i suoi lati nguali rispettivamente a quelli del 
triangolo ABC, è chiaro , poiché per costruzione il lato AD=bAC, il lato 
BD=BC, ed il lato AB è coipune. Adunque rimane solo a dimostrare che in 
quei triangoli gli angoli opposti ai lati ngaali sono nguali. Sìa pertanto il punto 
0 il centro della sfera ; in questo punto si possono evidentemente concepire due 
angoli triedri , uno formato dagli angoli piani AOB, AOC, BOC, e T altro da- 
gli angoli piani AOB, AOD, BOD. £ poiché i lati del triangolo ABC sono 
nguali ai lati del triangolo ABD, gli angoli piani che formano il primo angolo 
triedro saranno nguali agfi angoli piani che formano il secondo angolo triedro. 
Ma (4 >5) quando i tre angoli piani , i quali formano un angolo triedro sono 
ngaali rispettivamente ai tre angoli piani i quali formaoo un secondo angolo 
triedro , i piani degli angoli ugnali sono ugualmente inclinati 1’ uno soli’ altro. 
Adunque (44S) ancora gli angoli del triangolo sferico ABC sono uguali agli 
angoli del triangolo sferico ABD, cioè l’angolo BACsuBAD, ABCsbABD,, 
ACB=ADB. 

Ma quantunque questi triangdii sieno nguali in tutte le loro parti , riesce 
nondimeno impossibile il poterli soprapporre l’ uno sali’ altro in modo che coinci- 
dano esattamente , eccettuandone il solo caso , in cui essi fossero isosceli. Per 
siffatta ragione la uguaglianza della quale è parola , vìefl chiamata uguaglian- 
za per simmetria , ed i triangoli ABC^ ABD sono detti simmetrici. 

45z. Due triangoli" sferici situati sopra la medesima sfera o sopra 
sfere uguali , sono uguali in tutte le loro parti , quando luinno un an- 
golo uguale compreso fra lati rispettivamente uguali. 

Se nei due triangoli sferici ABÓ, A'B'C “ ba il lato AB= 

t^AB', il lato AC^saAO, e l’angolo BAC—ffA'C', potrà uno di essi , per 
esempio AB'C, soprapporsi all’altro ABC, o al simmetrioo ABD. ài questo , 
in quella medesima guisa che si soprappongono i triangoli rettilinei , i quali ab- 
biano un angolo uguale compreso fra lati rispettivamente uguali. Adunque le tre 
altre parti del triangolo sferico A'B'C sono eguali alle tre altre parli del trian- 
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golo sferico ABC, cioè il lato BC^B'O, l’ angolo AUSCssA'BfO, e l’ angolo 
ACB=A'Cff. 

4!)3. Due Iriungoli sferici situali sopra la medesima sfera o sopra 
^ere uguali , sono uguali in tulle le loro parti, quando hanno un lato 
uguale adiacente a due angoli rispettivamente uguali. 

Imperocché uno di questi triangoli si può con la aoprapposiaione far coinci- 
dere esattamente con l' altro , o col simmetrico di questo , come fu fatto sopra 
(271) por i triangoli rettilinei. 

4S4- Due triangoli sferici situati sopra la medesùna sfera o sopra 
sfere uguali , sono uguali in tutte le loro parti, quando hanno i tre lati 
rispeltioamente uguali. 

La verità di questa proposizione si rende chiara dal numero 4^1 « nel quale 
sì è veduto che con tre lati dati AB, AC, BC {Jig. igS.^ ) non possono co- 
atroirsi che due triangoli ABC, ABD diiTeren{i in quanto alla disposizione delle 
parti , ma uguali in quanto alla grandezza di queste medesime parti. Quindi due 
triangoli sferici i quali hanno i lati rispettivamente uguali o sono assolutamente 
uguali , ovvero uguaU per simmetria : e in ambedue i casi sono nguali gli angoli 
opposti ai lati uguali. 

455. Due triangoli sferici situati sopra la medesima sfera o sopra 
sfere uguali , sono uguali in tutte le loro parti quando hanno i tre an- 
goli rispettivamente uguali. 

\ Sieno T, T ' i due triangoli dati , e P, P \ loro triangoli polari. Poiché 
per supposizione i triangoli 7', T' hanno gli angoli rispettivamente uguali, i lati 
dei triangoli polari P, P saranno altresì uguali rispettivamente (449-(7)j- Ma 
se i triangoli P, P hanno i lati rispettivamente uguali , essi per la proposizione 
precedente sono equiangoli fra loro ; ed essendo equiangoli fra loro i triangoli 
P, P, per le citate formolo (p) i loro triangoli polari T, T' sono fra toro 
equilateri. Adunque ec. (*). 

456. In un triangolo sferico isoscele gli angoli opposti ai lati uguali 
sono uguali-, e vicendevolmente se due angoli di un triangolo sferico 
sono uguali, i lati opposti a questi angoli soho eziandio uguali, ed il 
triangolo per conseguenza è isoscele. 

Nel triangolo serico ABC {Jig. l’/j.'' ) si abbia il lato AB^sAC ; con- 
giongendo il vertice A col punto D medio della base BC per mezzo dell’ arco di 
'cerchio massimo AD, si otterranno i due triangoli.8fcrici ABD, ACD equilateri 
fra loro. Ora due triangoli sferici , Lijnalì hanno i lati rispettivamente uguali , 
hanno altresì uguali gli angoli opposti ai lati uguali (454)- Adunque l' angolo B 
è uguale all' angolo C. 


(*) Questa propc»iziunc non ha nei triangoli rcItUinei , nei qoali la n^gliiDza 

degli angoli importa nlo la proponionaiità ri»pcUiva dei lati. Ma è agevole il renaer conto 
delia didcrenza che «'incontra per tal riguardo tra i triangoli rettilinei ed i triangoli «rerici. 
JinpcroccLic io questa proposizione, c nelle altre ancora dimoatrate nei numeri 4^a, 4^3 , 4^> 
come pure in quilla del numero 458, nelle quali tulle ai tratta del paragone dei triangoli alc- 
rici, 8i suppone csprcasamentc die silTatti triangoli fticoo descritti «opra la medesima sfera o so- 
pra sfere uguali. Ora gli archi «imili essendo pi oponionali ai raggt^ quando questi sono uguali 
anche quelli saranno uguali; donde risulta che i triangoli sferici dcacritti sopra sfere uguali aon 
possono e>scr simili sen^a essere uguali. Non deve adunque recar maraviglia che nei triangoli 
sferici la uguaglianza degli angoli importi anche quella dei lati. 

Sarebbe altrimenti ove i triangoli fossero decritti sopra sfere diiugusli : in questo caso , 
se fili angoli fossero uguali rispettivamente , i triangoli sarebbero simib, cd i4ali mnoioghi sta- 
rcbbcro Ira loro come i raggi delie s|crc« 




Sog 

La proposÌ2Ìone ioversa può dimoBlrani nel modo seg:aente. Se il triangolo 
\ABC {Jlg- l’angolo Bs^C , il suo triangolo polare ^'jS'C' anà 

(449) il lato jrB'=aA'0, e per ciò che sì è ora dimostrato sarà l’angolo B's^C. 
Ora se il triangolo A'ffO ha 1* angolo ffaaC, nel suo polare ABC sarà il lato 
AB=aAC. Adunque ec. 

Dal detto dedocesi che no triangolo sferico equilatero è altresì equiangolo ; 
e vicendevolmente , che un triangolo sferico equiangolo è eziandio equilatero. 

457.712 un triangolo »f erica il lato maggiore ai oppone alt angolo 
maggiore', e reeiproeamente, C angolo maggiore è oppoato al lato maggiore. 

Nel triangolo sferico ABC (^Jig. ij8.* ) suppongasi l’angolo BAC'^ABC. 
Dal vertice A oonducendo l’ arco di cerchio massimo AD, il quale faccia col lato 
AB r angolo BADszsABC , sì avrà (456) AD=BD. Ma AU-\-DC>AC 
(445). Sarà dunque BD-\-DC ossìa BC>AC. 

Recìprocamente se il lato BC>AC, sarà l’angolo BACT>ABC. Infatti 
non può essere l’ angolo BAC=stABC , altrimenti sarebbe contro la supposi- 
zione il lato BCsstAC (456^ ; nè può essere l' angolo BAC^ABC, perchè in 
questo caso • come si è dimostrato poco innanzi , dovrebbe essere il lato 
JBC^AC, lo che è puro contrario alla supposizione. Resta dunque che sia 
BAOABC. 

458. Se due lati di un triangolo aferico aono uguali rispettitamente 
a due lati di un altro triangolo aferico deacrilto aopra una afera ugua- 
le , e F angolo compreao dat primi due lati è maggiore deli angolo com- 
preao dai aecondi , aarà il terzo lato del primo triangolo maggiore del 
terzo lato del aecondo triangolo ; e ricendevolmente. 

La dimostrazione dì questa proposizione è del tutto simile a quella della 
proposizione del numero 270. 

45g. Si chiama fuao aferico quella parte di snperheie sferica , che è com- 

f iresa fra due semicerchi massimi , i quali terminano ad un diametro comune : 
a parte poi del solido della sfera che è compresa fra i medesimi semicerclii mas- 
simi , e che ha il fuso per base , dìcesi cuneo o unghia sferica. 

Ciò posto, si dimostra assai facilmente che un fuso sferico come ACBMA 
{fy. iyo.‘ ) sta a tutta la superfìcie della sfera , come l’angolo CAM del fuso 
sta a quattro angoli retti , o che è lo stesso (444‘ 443) < come l’ arco CM del 
cerchio massimo CMM'D perpendicolare al diametro AB, sta alla sua circon- 
ferenza. 

Si supponga primieramente che l’arco CM stia alla circonferenza CMifD 
come il numero intero m sta al numero intero n ; adnnque dividendo la circon- 
ferenza CMM'D in fi parti uguali , di queste l’ arco CM ne conterrà un numero 
uguale ad m. Congìungendo pertanto il polo A con i punti dì divisione per 
mezzo di altrettanti quadranti , si avranno nella superGcie della semisfera 
ACMM'D disegnali fi triangoli sferici tolti fra loro ugnali (4;54) ; per la qual 
cosa la ÌBtera superfìcie della sfera conterrà 2» di questi triangoli , ed il fuso 
sferico ACBMA ne conterrà 2 m. Adunque starà il fnso ACBMA alla intera 
superGcie della sfera come zm sta a 2 r, o come m sta ad n , cioè come l’ arco 
CM sta alla circonferenza CMM'D. 

Se il rapporto ira l’ arco CM e la circonferenza CMM'D non è commensu- 
rabile , si dimostrerà pure col r^ionamento medesimo , di cui si sono già veduti 
pàrecchi esempìi , che il fuso ACBMA sta alla superGcie deUa sfera come l'arco 
CM sta alla circonferenza CMM'D. 

F’ol.I. 4i 
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^ , 46o* Chiamasi tona tferìea quella parto di ropcrficio della sfera, la qaalc 
è compresa fra dao piani paralleli. Le sezioni di questi piani con la sfera sono le 
due boti snperiore ed inferiore della zona. Se ano dei piani paralleli è tangente 
alla superficie della sfera , la zona non ha che una sola base , e prende il nome 
di calotta sferica. 

Per segmento sferico s’ intende la porzione del solido della sfera compreso 
fra due piani paralleli , che ne determinano le basi. Allorcliò nno di questi piani 
è tangente alla sfera , il segmento sferico non ha che nna sola base. 

L' altezza di nna zona sferica , o di un segrsento sferico ^ è la perpendico- 
lare comune ai due piani paralleli che determinano lo basi della zona o dei 
segmento. 

Da ultimo , mentre il semicerchio ACB girando intorno al diametro AB 
descrive la sfera , ogni settore circolare oome AOc descrive uu solido clic vieu 
detto settore sferico. 


CAPO XXI. 

DEL coito, DELLA HISUBA DELLA SUA SOLtOirÀ E DELLA SUA 
SDFEBriUB CDBTA. 


46 1 . 11 solido terminato dall’ arca circolare BED (Jtg. i7g.“ ) , c dalla 
superfìcie corva generata dalla retta AB fatta passare sempre per un punto fìsso 
A sitnato fuori del piano BED , e scorrere con la estremità B sulla circonfe- 
renza BED, si chiama cono. La retta AB vien detta lato del cono ; il cerchio 
BEO, base del cono ; il ponto A, vertice del cono ; la retta AC che passa pel 
vertice A, e per il centro C della base , asse del cono ; finalmente la perpendi- 
colare Aff abbassata dal vertice A sopra la base , altezza del cono. 

Se r altezza si confonde con V asse , il cono si dice essere retto , altrimenti 
si dirà essere obliquo. Il cono retto può dunque concepirsi generato da un trian- 
golo rettangolo che giri intorno ad nn suo cateto immobile. 

46 2 . Se si seda un cono qualunque con un piano parallelo alla 
base , la sezione è un cerchio, tl cui centro è nel punto a incontro del- 
f asse con la sezione medesima. 

Rappresenti bed una sezione fatta nel cono ABED con nn piano parallcb 
alla sua base BED , sia c il punto d’ incontro dell’ asse AC con la sezione bed, 
e le rette cb, ce, cd, . . . esprimano .lo intersezioni comuni alla medesima bed 
ed ai piani ACB, A CE, ACD, ... ; saranno (4oi) le cb, ce, cd,. . . rispet- 
tivamente parallele alle CB, CE, CD, . . . , e quinai (348, i 

A C: Ac= CB :ci= CE: cc=* CD: cd=zc. 


Ma CB—CE=CD=:cc. Adunque cissce=sca/c=ec. 

E qui cade opportuno il notare che dovendo paragonare fra loro le circon- 
ferenze , e le aree dei cerchi BED, bed, il rapporto di quelle sarà dato da 
CE __AC {CE}'^ (Acy . 
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463. So s’iscriva e circoscriva alla base BED del cono ABEV un poli- 
gono regolare , e sia n il numero dei lati sì dell’ iscrìtto p , che del circoscritto 
p\ e se inoltro si conducano le rette dai vertici dei singoli angoli dell’ uno e 
deir altro poligono al vortice A del cono , si otterranno due piramidi P, i? 
iscritta r una e circoscritta 1' altra al cono , e sarà (436. 3.°) 

= £ 
p p • 

Ora facendo crescere indcGnitamcnte il numero n, il secondo membro di questa 
equazione si accosta sempre più alla unità (368. SSq) ; adunque eziandio il 
primo membro , crescendo », si accosterà ad agguagliare la unità , sempre cioè 
più piccola si renderà la differenza che passa fra le piramidi P, P, ed ambedue 
queste piramidi si accosteranno sempre più alla uguaglianza col cono fra esse 
compreso. 

Ciò premesso, se facciamo CBsssr, AE=aa, e chiamiamo Q il cono ABED, 
ona delle due formole (436. n.°) 

darà nel lìmite (3gi) 

0= y a*r', 

la soliJità cioè di un cono qualunque è uguale al prodotto detta sua 
dose per la terza parte della sua altezza. 

Da questa proposizione conseguita i.° che i coni i qnali hanno ngaali le 
basi , sono fra loro come le rispettive altezze. 

2 . ° Che i coni i quali hanno uguali le altezze sono fra loro come le basi. 

3. ° Che due coni equivalenti , ossia, ngaali in solidità , hanno le basi in ra- 
gione reciproca delle altezze. 

4. ° Che due coni i quali hanno le basi in ragione reciproca delle altezze , 
sono equivalenti. 

5. ° Che le solidità di due coni simili stanno fra loto come i cubi dei diametri 
delle rispettive basi. E qui si noti che due coni si dicono simili , quando hanno 
gli assi similmente inclinati alle loro basi e proporzionali ai diametri di queste 
stesse basi. 

464. La solidità di nn cono tronco Bd a basi parallele , chiamando r il 
raggio della base inferiore BED, P il raggio della superiore bed, ed <z' l'allezza 
hll, ha per misura 

y a'r(r*+rr'-fy»). 

z * Ac W 

Pongasi Aksasz', poiché (4or, 348. i.®) bb = , si avrà s= 

Aia T 

— - — p , donde Z‘j-a'=:p — p •f-o'*» ® quindi le solidità dei due coni 

« 
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AUEDt Abedy saraoQo (4C3) rispeUlrameDte uguali a 


I iraV* I iruV* 


Adunque la solidità del tronco Bd=sABED— Abed, sarà 



C^’) = y 


463. 11 cono ABED 180 .* ) sia retto ; esprimendo con S, S ' le su* 
perficie convesse delle |)iramicli P, P (463) , con s, d i perimetri dei poligoni 
p, fdy con V una qualunque delle perpendicolari che dal vertice A à abbassano 
sopra i lati del poligono />, e con v il lato del cono , otterremo 

s'o'j(à). 


Inlatti io una piramide , se i lati della base sono fra loro ugnali, se ugnali sono 
ancora fra loro le rette che uniscono il vertice della piramide con i vertici degli 
angoli della base, saranno ( 281 . 6 .° ; 343) pnre ugnali fra loro le perpendico- 
lari che dal vertice della piramide si abbassano sopra i singoli iati della base , e 
per consegoenza la superficie convessa della piramide sarà in tal caso ugnale alla 
metà del prodotto del perimetro della base per una qnalunqne delle sncoennatc 
perpendicolari (388). Ma ciascuna delle piramidi P, P, oltre l'avere ugnali fra 
loro i lati della base , nella ipotesi che il cono è retto ha eziandio ugnali fra loro 
le rette che congiungono il suo vertice con i vertici degli angoli di questa base 
(38o. 396 . 4*°)- Adunque sarà la superficie convessa 1 $ della piramide Pugnale 
alla meta del prodotto del perimetro a della sua base p per la perpendicolare r, 
e la superficie convessa Sf della piramide P uguale alla metà del prodotto del 
perimetro d della sua base />' per il lato d del cono , poiché con un poco di at- 
tenzione si farà chiaro, una qualunque delle perpendicolari che dal vertice di P 
si abbassano sopra i singoli lati della sua base , ajggnagliare il lato del cono. 

Ciò posto , dividiamo la seconda delle equazioni (a) per la prìma ; avremo 

S' d ^ 

S ^ s ^ o ' 

d tf 

Ma facendo crescere indefinitamente il numero n , ciasenno dei rapporti — , — 
si accosta (386. 388) alla unità ; adunque alla unità si accosterà pure il rap- 
porto . Laonde la difierenza fra le superficie S, S', facendo crescere all' infi- 
nito il numero n, si renderà sempre piu piccola , accostandosi ambedue queste 
superficie alla snpcrficic curva del cono. Dinotando quindi questa ultima con 2, 
e tacendo anche qui il raggio CB—r, una delle due equazioni (A) ci darà nel 
limite (388. Sfli) 

S= tierdszitn'ii 

Siffatta espressione c’ indica che ia superjlcit «ureo del cono retto è vguale 
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alla metà del prodotto della eireonferenza 'della sua late per il lato 
del cono. 

Q limitiamo in questi elementi di Geometria a dare la espressione delia mi- 
sura della superiìde enrva del solo cono retto , poiché la misura della superficie 
curva di nn cono obliquo qualunque forma l’ oggetto di un problema assai diifi- 
Cile da non roterà risolvere che con l’ aiuto del ^rolo sublime. 

466. Za superficie curva di un tronco di cono retto a basi parai- 
tele , è umtale al prodotto del suo lato per la semisonuna delle circon- 
ferenze delle due basi. 

Sia Bd un tronco di cono retto a basi parallele , ritenendo le superiori 
denominazioni r, r* per i raggi delle due basi inferiore e superiore , e t/ per il 
lato deir interò cono jdBED, si diiami u il lato Bb del tronco; sarà Abaeé-—u. 

Posto ciò , la superficie curva del cono intero ABED è (465) — 2 srrv': la 

1 ^ . 
snperficie curva del cono tolto è — 2 srr'(o'— u). Adunque la superficie 

® I j I 

curva dd cono troroo Bd sarà ugnale a — tiert/-^ — 2 *T*(t/— «)a= — 2 irr« 

I I ^ I ® I ® 

-jj- 2^(0* — u) — iied (d—u)si — 2*T«+ — (2»»w.2irr')(o'— tt). 

Ora i triangoli amili ABC^ Ahe danno la proporzione 


donde 


ABiAb—BC-.be , ossia u*r:r'a«a*T:2irr', 
u=2«T— 2irr':2*r', e 2rr'uzs(2vr—2ird)(d—’U). 


Adunque la superiìde cercata sarà 


^ 2*ru-f- -y 2'Sdttss (2irr-j-2irr')«. 


CAPO xxn. 


DEL CntROBO , DILLA HI8I7IA DELLA SDA SOLIDITÀ I DELLA SDA 
8DPEAFIC1I CDBTA. 


4^* Il solido terminato dalla superiìde curva generata dalTà retta AA' 
{fig- tot.* ) fatta scorrere parallelamente a se stessa con la estremità A sopra 
la circonferenza del cerchio ABD, si chiama cilindro. Il cerchio ABD si dice 
base del cilindro ; la retta AA, lato del cilindro ; e la retta CO condotta 
pel centro della barn , ed uguale e parallela al lato del cilindro , asse del dr 
lindro. 

Se r asse CO è perpendicolare alla base ABD, il dlindro si dice retto , 
altrimenti si dirà oòliguo. Ciò posto , è chiaro potersi il cilindro retto concepire 
come generato da no rettangolo che giri intorno ad no suo lato immcdiile. 
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4G8. Le rellé ÀA* e CC*, come pnre le relle BW e CO, DD e CO, co. 
essendo ujjuali e parallele, saranno altresì uguali o parallele le rette y/Ce ÀO, 
BC e BO, DC e DO, ec. Adunque la faccia A'BD, dalla quale superior- 
mente è terminato il cilindro , è nn cerchio che è uguale e parallelo alla base , 
e che ha il centro nel punto estremo O dell' asse. 

469. Qualunque texione fatta in un cilindro parallelamente alla ba- 
se , è un cercAio ugtuUe a questa base , il cui centro i il punto tf in- 
contro dell asse con la seaone medesima. 

Rappresenti una scuonc fatta nel cilindro con nn piano parallelo 

alla sua base ABD, sia O' il punto dove l’asse CO incontra la sesionc A'B"D'\ 
e le rette O'A', O'B", O'D", ec. dinotino le intersesioni comuni raedosi- 
ma A'ff'D' ed ai piani ACCA, BCC'B, DCOff, ec. ; le rette O'A', 
C"B", O'D', ec. saranno (4oi) rispettivamente parallelo alle altre CA, CB, 
CD, ec. D'altronde sono parallele le rette c CO, BDe CO, DO e CO ec. 
Adunane ( 292 ) C"A"—CA, 0'B'=>CB, 0'D'=aCD, ec. Quindi ec. 

470 . Si concepisca ora iscritto e circoscritto alla base ABD nn poligono 
regolare , ed n esprima il numero dei lati sì dell' iscritto p che del circoscritto 
p' ; s’ intendano inoltre dai vertici dei singoli angoli dcH’ ano e dell’ altro poli- 
gono innalzate le rette parallele all' asse , c quindi formati i due prismi P, P 
iscritto r uno e circoscritto l'altro al cilindro ; sarà (43i) 

^ —É. 

P ~ P' . 


Ora crescendo n indeGoitamenlc , il rapporto si accosta sempre più alla unità 
(388. 389 ) ; adunque a questo limite si accosterà eziandio il rapporto -p- : cre- 


scendo cioè il numero n, sempre più piccola si renderà la differenza che ha luogo 
fra i prismi P, P, ed amnedue questi prismi sem|>rc più si accosteranno alla 
uguaglianza col cilindro fra essi compreso. Per la qual cosa se facciamo CA=r, 
e notiamo con a la cornane altezza del cilindro c dei prismi , e chiamiamo 
questo cilindro medesimo , upa dello duo formolo (43 1 ) 


darà nel limile ( 891 ) 


Pc=.ap , Peaap', 
Q=.7er*a, 


Siffatta espressione c’ insegna che la solidità di un cilindro qualunque ag- 
guaglia il prodotto della sua base per la sua altezza. 

Adunane i ogni cilindro è il triplo del cono che ha la medesima base e la 
medesima altezza (4o3). 

a.° I cilindri i quali hanno ugnali basi , stanno fra loro come le rispettivo 
altezze ; e vicendevolmente , i cilmdri i quali hanno uguali altezze , stanno fra 
loro come le rispettive basi. 

S.“ Due ciRodri equivalenti , hanno le basi io ragione reciproca delle al- 
tezze ; e vicendevolmente , due cilindri i quali Ijanno le basi in ragione reciproca 
delle altezze , sono equivalenti. 

4 .° i cilindri simili stanno fra loro come i cubi dei diametri delle rispettive 
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basi. Si Doti pertanto che i cilindri si dicono timili qnantantjne Tolte hanno gli 
assi , e inclinali ngnalmente alle loro basi, e ai diametri di queste proporzionali. 

471. So il cilindro è retto, .esprimendo con 1$, iS' le superficie convesse 
dei prismi P, P (47<>) 1 con a, P i perimetri dei poligoni p, />', e con e il loto 
del cilindro , ò avranno evidentemente 

iSsoav , S^=»'v , 


iS' a' . y 

donde — = — . Ma il rapporto , crescendo n airinfinito, si accosta (388) 
olla unità ; al medesimo valore si accosterà dunqne il rapporto . Laonde la su- 

i3 


pcrficie curva S del cilindro retto dovrà considerarsi come il limite a coi , cre- 
scendo n, sempre più si accostano lo superficie S, S', c per conseguenza 1' una 
o l'altra delle espressioni di queste superficie darà nel limile (388. 891) 




Quindi rilevasi che la superjìcie curva di un cilindro retto è uguale al 
prodotto della circonferenza della sua òase per il lato del cilindro. 

Per ciò poi che si appartiene alia misora della soperficie enrva di on cilin- 
dro obliquo qualunque , notiamo soltanto non poter essa ottenersi coi soli mezzi 
della Geometria elementare. 


CAPO xxiir. 


DELLA HISUKA DELLA SCFEBFICU E DELLA SOLIDITÀ DELLA SFEEA. 


473. Nel semicerchio ) si conduca dal centro Calla corda 

ad la perpendicolare CU, la quale dividerà (299) la stessa ad in 4' per metà ; 
quindi dai punti a, 4', d conducendo al diametro AB le perpradicolan àk, UV, 
dk", sopra questa ultima si abbassi la perpendicolare ay. ratta questa costru- 
zione , se sì supponga che il semicerchio AaB giri intorno al diametro AB, la 
corda ad genererà evidentemente la superficie curva (=v) di on tronco di cono 

retto a basi parallele , la quale avrà (466) pmr misura 2 * ~ {ak-^a'k")ad • 

Ora dai triangoli simili aUi, adg avende»! oH'.ad—hli'.dg, siccome oK è la 
metà di ad, anche 4't sarà la metà di dg ; quindi agcvounenle deducesi che 
così differisce a'à" da 4'A', come 4'A' da ak, ossia a'A" — Uk'=Uk'—ak, donde 

4'A'« (oA-f-a'A") ; sarà dunqne ff=2ir.A'A'.aa'. Dìppiù i triangoli simili 

(355) aa'g, CUhl danno la segnente proporzione 4'A*: CUsssag.ad, e peteiò 
4'A'.0a'=: 6’4'.(;^=C4'.AA'' ; adunque 

fss2r. CU. kh'^ 
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Se la corda fosse Aa, girando il semicercliio , essa genererebbe la intera 
saperCcie cunra di un cono retto , la quale , ccndocendo dal centro alla 

medesima j4a la perpendicolare Ch, avrebl» (465) per misura il prodotto 
K.ak.yia=zie.ak.M. Ma i triangoli j^ak, ACh essendo simili , perché oltre 
r angolo cornane A, hanno gli angoli in ed 4 retti , danno la proporzione 
Ah^kmAW.aky donde ak^Ak=iCh.Ak. Adunque sarà 

^saiK.Ch.Ak. 

Finalmente , se la corda fosse afe!' parallela al diametro AB, essa girando 
genererebbe la saperficie curva (=s") di un cilindro retto , della quale la mì> 
Bara , conducendo oal centro alla elei' la perpendicolare Ch", verrebbe espressa 
( 471 ) con 

v"mi2X.Cf/'.k"k!". 


Se y avesse ~Aa=aal=Ma‘al', sarebbe altresì (3oi. i.°) ChssChft^Ch", 
e quindi 

f^t^+f"=2ie.CA.AB". 


hj3. Dal detto finora si comprenderà senm veruna difficoltà die, iscrivendo 
nel semicerchio FTT'C (^* i3o.* ) nn semipoligono regolare qualunque 
FABC, e ad uno dei suoi lati p. e. AB conducendo dal centro O la perpendi-' 
colare 01, il semiperimetro del poligono genererà girando intorno al diametro 
FC una superficie S tale che sia 


Stca2K.0I.FC. 


Posto ciò , se al medesimo semicerchio FTT*C si circoscriva (38i) un se* 
inipoligono regolare FABC simile al primo , poiché il cerchio che si descrive 
dal centro O col raggio OF pasw (38o) per gli altri vertid A, B, C, la su- 
perficie S generata dal semiperimetro del poligono col suo girare intorno a 
PC, verrà espressa da 

Ftm 2 K.OT.FC. 

Quindi conseguita 

5» OT FC 
S ^ 01 ‘ FC ■ 


Ma facendo crescere all' infinito il numero dei lati dell’ uno e dell’ diro poligono, 
. OT FC 

entrambi i rapporti — , , si accostano sempre più alla unità (388) ; a- 

. . F 

dunque alla unità eziandio si accosterà sempre più il rapporto — . Pertanto con 


>m ragionamento somigliante a quello già più volte ripetuto in pari drcostanze, 
si dimostrerà essere la superficie sferica S il limile a cui indefinitamente si acco- 
stano le superficie S, F, Per la qual cosa , ponendo il raggio OT:^, 1’ una 0 
1 aflra delle espr^oni di sifliatle superfide darà nel limite 


X^2K,r>2rmmh'Kr’. 
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Adunque (301)41 tuperjicie dì ima sfera qualunque è quadrupla di quella 
di un cerehia massimo della sfera medesima. 

Quindi I Le superficie delle srcrc stanno fra loro come i quadrati dei ri- 
spettivi raggi 0 dei rispettivi diametri. 

2.° Se si concepisca un cilindro retto circoscritto alla sfera, il quale abbia 
per asse il diametro AB=ar {Jìg. 182 .“ ) e per base un cerchio uguale ad un 
cerchio massimo della sfera medesima , sarà la snpcrficie di questa equivalente 
alla superficie curva del cilindro ; perocché I’ una c l’altra superficie (hji) ha 
per misura 4 '>fr'’‘. 

3.0 La calotta sferica generata dalla rotaiione dell’arco intorno ad All, 
è equivalente all’ arca del ccrcliio che ha per raggio la corda Aa. Infatti cbia- 
maudo x la calotta , e facendo Ak=g, sarà 

4irr*;x=2r:y, donde x=2ir;y=x'.2ry. 

Ora si ha (SSy.A.”) 

Ak:aks=ak:hB, ossia y.ak—ak: 2 r—y, 

c perciò (ak)'= 2 ry — y* : dippiù nel triangolo rettangolo Aak è (Aa)*fss 
=z{Aky+{aky=- 2 ry. Adunque sostituendo sarà ìi=srie(Aa)*. Ma ir (Aa)' 
esprime (3oi) 1’ arca del cerchio che ha per raggio Aa. Adunque cc. 

4. ® Un qualunque fuso sferico 9, facendo —A l’ angolo dei due semicerchi 
massimi che lo Icrm'uiano , si ottiene (4^9) per mezzo della seguente proporzione 

36o°:^4irr’:<?— 

9° 

5. ® Dati gli angoli A, B, C del triangolo sferico ABC (Jìg. iSS." ) , si 
può sempre delcrininarc la sua area r. Prolunghisi il lato AB dall’ una parte c 
dall’ altra perché si compia il cerchio ABAlì'A : si prolunghino altresì i lati 
AC, BC finché di nuovo s' incontrino dalla opposta parte della sfera nel punto 
C. ^utk ACA'= 1 80 "= CA'O ossia AC+ CA‘=CA'JrA'C, BCff=^ i So°=. 
^CB'O ossia BC+CB<=Cff+B'0-, donde AC=A'0, e BC=B'0 ; dal- 
tronde gli angoli C, 0 sono uguali (448). Adunque il triangolo sferico ABC a 
uguale in tutte le suo parti al triangolo sferico A'ffO ( 4 Ò 2 ) , e quindi il fuso 
sferico CB'C'A>C=ABC+CB'A'. Pongasi ora CB'A'=.z , ACABA^ , 
BABfCB^'sy ; avremo (4.°) 


Orr* A'Tr* Bitr* 

e conscguentemente 

Ma dalla semplice ispezione della figura si vede che adun- 

que sostituendo otterremo 

2xr*+2T= ~ {A+B+C ) , 

FoiL 4a 
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donde si dodnrrà 




^ ,^+J 5 +r— i 8 o° 
k i 8 o“ 


474 » Supposte le coso com^ nel numero 4?2 , I’ area triangolare ACa 
{Jig. 182.“ ) girando intorno ad AC, genererà un solido (=u), il quale si risolve 
in due coni retti , dei quali uno è generato dalla rotazione del triangolo Aak, e 

Faltro dalla rotazione del triangolo aCià;sarà dunque u:= •^x{ak)*{Ak-{-hC)a 
- */ 

= -5- it(ak)*AC ( 463 ). Ma i triangoli simili Aai, ACA danno AC-.Chxss 
3 

3 ssAa:ak, donde AC.ak=tCh.Aa. Adunque 


u=: ~<K.ak.Ch.Aasa ^ìit.ak.Ch.Ah= 

600 

cioè r u ha per misura la terza parte del prodotto della superficie generala dalla 
rotazione del lato Aa per la perpendicolare CA che dal centro C sì conduce al 
medesimo lato Aa. .... 

Ciò posto, se si prolunghino le rette a!a, CA fino ad incontrarsi in /"* e si 
rìQetta essere il solido (=u'j generalo dalla rotazione del triangolo aCa‘ la diUc- 
reoza dei due solidi.generati diilia rotazione dei due triangoli a'Cf , aCf , si ve- 
drà chiaro che 

u'as * ff.C/i». 
ò 

Per ottenere poi la misura del solido (=«0") generalo dalla rotazione del 
triangolo afCa!', basterà semplicemente notare che un tal solido è 1 ’ eccesso del 
cilindro generato dalla rotazione del rettangolo a‘k"k"a" sopra i due coni retti 
generati dalla rotazione dei triangoli alCV, c/'Ck!" ugnah e amili ; pertanto 
sarà (470.463) 

v''-=r(o''à"')’4"'A"— -1 ir(a"A"')’. ^ V'kl'ta 
= 4- 2ir.CA''.à'"Jfc".C4"= 4* ^'-CA". 

Poniamo per ipotesi che si abbia yfaa=fla'=a'a”, sarà CA^CA'^CV/', 
c quindi 

-L (f+f'+r")CA. 

476. Ritorniamo ora alla ^/ig. f 3 o.‘ ritenendo le stesse denominazioni 
stabilite sopra nel numero 473 . Dal detto finora risulta che un qualunque semi- 
poligono regolare FABC iscritto nel semicerchio FTT'C genererà girando in- 
torno al diametro FC un solido P tale che sia 
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c che il semimligono regolare PA'ffO circoscritto al medesiifo sen>Ìpercaio 
genererà un solido P tale che sia 

Pz^jS.OT. 

È donane 

P S pT 

P S ' 01 ‘ 

.SOT. 

Ma i rapporti ^ , jjj si accostano indefioilamente alla nnità , ove si faccia 

crescere ali’ iniìaito il nomerò dei Iati dell’ uno e dell’ altro poligono ; adonque 

anche il rapporto -p- in qoesta stessa sopposizìone si accosterà sempre più alla 

unità ; dovrà quindi la sfera Q considerarsi come il limite di ambedue i solidi 
P, P. Laonde l’ nna o l’ altra delle espressioni di questi solidi darà nel limite 

Q— \ 4 *'■*• 

Da onesta espressione consegoitano i segoenti corollarìi. 
i.o Le sfere sono come i cobi dei raggi o dei diametri. 

2 .° Se oltre il cilindro circoscritto dia sfera (djS. , si concepisca nn 

cono retto il quale abbia l’asse aguale al diametro della sfera , e la base aguale 
ad un cerchio massimo delia medesima sfera , il cono , la sfera , e il cilindro 
staranno (463.470) fra loro come 


rr». 2 r: 4 ossia come i;2;3. 


3.° Il settore sferico or generato dalla rotazione del settore circolare ÀCa 
[Jìg. tSi.* ) intorno ad AB, si ottiene dalla seguente proporzione (473.3.") 

^ irr®:4*»^=ff<'ir, donde xrsa: v.srg.rss 

ó ó 0 



ta solidità cioè di quel settore è aguale alla solidità di nn cono che ha per base 
il cerchio descritto col raggio uguale alia corda Aa, e per altezza il raggio della 
sfera. 


\ 


FINE DELLA GEOHETBIA, E DEL TOMO PQIMO. 
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ERRORI 


CORREZIONI 


Pag. Kn. 

VII. i6. 

debole mie Ione 

deboli mie forze 

3g. 27. 

del sistema metrico ded. 

dei nnoTO sistema metrico 

io. 25. 

male 

sistema metrico decimale 

sistema metrico 

Aa. ^ 

togliere 5 decimi da 8 

togliere 8 decimi da 5 

82. 18— ig 

. i qoali ogni giorno escono 

dei quali ogni giorno escono al pas- 
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allo stesso esponente n. log. Formole contenenti alcune regole per la moltiplicazione 
c divisione dei radicali n. i ^ zia. Regole per innalzare i radicali ad una data 
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mic n. isz a 
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TO 0- lai, laS. Permutazioni, e combinazioni n- ufi. Si dimostrano alcune proprie- 
tà dei numeri per mezzo della farmela di Newton: rioercadi tutti i divisori esatti di un 
dato numero intero u- iS7,is8. Si fa vedere come oon la forinola Newtoniana si pas- 
sa innalzare un polinomio qualunque ad una data potenza n- isg. Si dimostra la for- 
inola Newtoniana aver luogo ancora fra certi limiti per l’ esponente intero e negativo 
n. i 3 q, ili. Metodo per estrarre le radici quadrale dai polinomii algebrici n- ila, 
1 33 , i 34 . Metodo per estrarre le radici cubiche dai medesimi polinomii n- iH , 
ilfi, lì-j. Si accenna il metodo da seguirsi per estrarre da un dato poUnomio una 

radice qualunque n. i 33 . 1 

CAPI) VI. Del modo dietirarre le radici dainunuri. Regole generali per estrarre da 
un qualsivoglia numero dato una radice qualunque n- i 3 g, lAo , i 4 i 7 'A*- Si pro- 
pongono parecchi esempi! o- i 43 -s 

CAPO V'II. Delle ejuasioni in generale , della rieoluzione dell* equazioni de- 
terminale del primo grado , e della eliminazione. Che cosa s* intràde per equa- 
zione : divisione delle equazioni in determinale ed in indeterminale: che cosa s’in- 
tende per radice di una equazione : distinzione delle equazioni in gradi n- 1 A 4 - 
Regole generali per la risoluzione delle equazioni n- lA-j , 1A6. i 47 - Risoluzione 
delle equazioni determinato del primo grado n. 1^. Si propongouo alcuni pro- 
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lonzo ili ospoiiciilc iiilero, lioliliano TcriGcan! pel moJesirao valoro ili x, si deJarri sei;i- 
prò da osso una terza oriuaziono del tulio prira della grandezza x: si prende occasione 
da ciò di dare lo farmele generali per risolrere i pioólomi di primo grado che conten- 
gono due incognita a. lSo , lii , iSe. Da m orazioni che contengono m quanliti ^ 
E, u , . . . le ne poasono eliminare m — i IL i 53 . Formolo generali per risolvere 
1 problemi di primo grado che contengono tre incognite lu ì'Sf. Si risolvono alcuni 
problemi di primo grado contenenti duet ed anche tre incognito n.i 55 . Interprctazio- 
Dfl che ti deve dare ai problemi che danno luogo ad equazioni, dallo quali i valori delle 


incognite ti otloogono (otto la forma —, ovvero lotto l'altra — n. i 56 , 187, iSS. 


Si esamina il coso, in cui tre equazioni di primo grado a tre incognito non hanno il tef- 

mine nolo n. iSj. m 5 

CAPO Vili. Della rùoluzione delle ejuationi deternunale del lecondo grado. Si ri. 
tolve la equazione pura di secondo grado tanto pel caso in cui il termine noto ò rea- 
le pentivo 0 negativo, quanto por 1’ altro in cui il termino noto è immaginario , 
dimoetrondo ad un tempo , essere impossibile il soddisfare a questa equazione con piò 
diniue valori della incognitan. i6o. La risoluzione della generale equazione di secon- 
do grado x',^Jx+B=o comunque si prerdano le quantità d, B, reali cioè a imma- 
■ ginarie , si la dipendere dalla risoluzione della equazione pura x^+B=o n. i6i- Si 

risolvono alcuni problemi di secondo grado 0. iMi 1 lau 

CAPO IX. Della natura e delle moprùtà delle equazioni. Che s* intende per equazione 
ordinata secondo le potenze della incognita , e quando la equazione ordinala si dice 
completa n. i 63 . Decomposizione delle equazioni in fattori di primo grado n. i6d. , 

Da siffatta decomposizione si deduce il numero delle radici di una equazione essere 
uguale al mamimo esponente della incognita , e quindi si dimostrano alcuni impor- 
tantissimi teoremi u. i 65 . Relazioni che hanno luogo fra lo radici di una equazione 0 
i suoi coelGcieoti supposti tutti reali positivi o negativi il. i 66. Relazioni fra la som- 
ma delle potenze delle radici c i coefficienti della equazione. Ira le somme dei prodotti 
di esK potenze e i prodotti delle loro somme n. 1(17, 168 , . . . , 171, Teoria dello 
trasformazioni delle equazioni in altre , le cui radici abbiano a quelle della data certo 
ragioni: limiti delle radici delle equazioni n. 171, 173, . . ., iSt, Si dimostrano varii 
teoremi, per mezzo dei quoli si determina il numero delle radici reali che possono in- 
tnitivamente conoscersi in una data equazione n. 1S2 , lS 3 , . . . , 187. Lo stesso si 
fa per rapporto alle radici immaginarie n. iSS , ^ , > • • , i 94 - Teorema di Des- 
cartes, e tue conseguenze n. igS, i^, 197 s 

CAPO X. Della rieoiuzione delle equazioni del terzo e quarto grado t cui coeJjicienU 
tono reali. Si risolve la equazione pura del terzo grado n . 198. Risoluzione della o- 
quazione del terzo grado , nella quale manca il secondo termuc , il termine cioè che 
contiene il quadrato della incognita a. 199. Si dimostrano alcuni teoremi, per mezzo 
dei quali ti può dalla semplice ispezione di questa equazione vedere se lo sue radici 
sono tutte reali , ovvero due immaginarie ed una reale n. ano. Elsempii n, sai. Riso- 
luzione della equazione pura del quarto grado n. goa. Risoluzione di una equazione 
qualunque del quarto grado priva del secondo termino n. go 3 . Si dimostrano alcuni 
teoremi, per mezzo dei quali dal semplicemente conoscere le radici della ridotta della 
equazione del quarto grado, si vede se le radici di questa sono tutte reali, 0 tutto im- 
maginarie , ovvero due reali e due immaginarie n. 3 od. Esempii a, aoS ... 1 i 64 

CAPO XI. Del modo di Ironore le radici razionali delle equazioni numeriche. Una o- 
quazione ordinata , nella quale il coeUicienle del primo termine è la unità , e i coelG- 
cienti degli altri termini sono numeri interi non può contenere radici razionali espres- 
se con numeri fratti n.so6. Si dimostra che una equazione si può sempre liberare dai 
coefficienti tratti, in modo però che il primo suo termine non acquisti un coefficiente di- 
verso dalla unità O- 307 - l>i spiega il metodo da tenersi nella ricerca delle radici ra- 
zionali delle equazioni numeriche : si propongono alcuni esempii it. S&S , «09 , aio. 

Si dà una regola a fine di rendere meno laborioso in alcuni casi il sucoennato me- 
todo n. all 176 

CAPO XII. Del modo di trovare i dicitori razionali del tecondo grado tlelle equazio- 
ni , e dei modo di eetrarre una radice tmalunque dal binomio ce¥Yb. La cognizio- 
ne dei divisori razionali del secondo grano delle equazioni, conduce sempre alla co- 
gnizione delle radici delle medesime equazioni : si spiega il metodo che deve 
teneni nel cercare i divisori già detti n. aia. Propoeto il binomio tr¥Vb , si cercano 
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le condinoni die debbono arer loogo perebi da etto pom eainni nna radice 

qualunque n. ai3 184 

CAPO XIII. Dtl modo di trorara le radici irrazionali delle e^ùaaoni numeriche. 

IV'on può ottenersi la vera forma delle radiei irrazionali dcllu equazioni numeriebe, il 
cui grado è superiore al quarto , ma qiunte radici possono ottenersi soltanto per ap- 
prossimazione a. ni4. Si espone il metodo messo in opera da Lagrangc a fine di otte- 
nere per approssimazione le radici irrazionali di una eqtuzione numerica, e ti ppopongo- 
ito alcuni esempii a. si5, ai6, «i7,ai&. S’indica il metodo praticato da Newton per 
la medesima ricerca delle radici irrazionali : ti mostrano i diletti di questa metodo, ed 
insieme si assegnano le norme per conoscere so alla line di ciascuna operazione siasi 
otlcnuto il grado desiderato di apnroBimazione n. siq , sto , noi , noe. Equazione 
dei quadrati delle dilTercnzc; uso di questa equazione ncUa ricerca delle radici irrazio- 

nnli n. to3 , t»4, • • • » * 189 

CAPO XIV. bel modo di provare le radici reali uguali, e leradiei immaginarie delle 
eguazumi numeriche. Metodo che dorè tenersi nella ricerca delle radici reali uguali 
n' , sag. Metodo per IroToro le radici immaginario lu t3o , u3i , u3s, s33. s 20S 
CAPO XV. De! teorema di Siurm. Si fa Tcdcrc in eoe consiste quoto teorema n. ut4. ‘ 

Si dimostrano alcuni principii, dai quab dipende la dimostrazione di questo teorema tu 
u3S. Si dimostra il tcoreman.t36. Si applica il teorema ad un esempio n.137. Dal di- 
mostrato teorema di Sturm si deduce una regola da praticarsi ogni Tolta che ti cerea 
il numero totale delle radici reali di una data equazione numerica a. u3S. Si applica 

questa regola ad alcuni esempli n. 239, tali 

CAPO \\\. Delle ragioni , proporzioni, e ^ropressibni. Si dimostrano le principali 
proprieli dello ragioni e proporzioni si geometriche che aritmetiche a. aio, s4i. • . , 
aSj. Nelle pVoporzieni possono farsi alcune mutazioni senza punto alterare la ugna- 
riianza dei due rapporti il >46 > , niS. Se più ragioni geometriche sono uguali, 

la somma dei prodotti di ciascun anlcccdenle nel rispettivo conscguente sari media 
proporzionale geometrica fra la somma dei quadrati degli antecedenti, c la somma dei 
quadrati dei conscguenti il u4d- Si fa vedere in che consista la progressione geome- 
trica : formolo generale della progressione geometrica ; formola generale della som- 
ma di tulli i termini di una qualunque data progressione geometrica n. aSo. Progres- 
aione aritmetica t formola generale della progressione aritmetica : somma di una qua • 
lunquc data progressione aritmetica IL . Dato il primo termine, l'ultimo, c il nume- 
ro dei termini di una progressione geometrica o aritmetica , s' insegna il modo di tro- 
Tue gli Mui tcrmioi àotcrBiedu n. a3a aio 


LIBRO TERZO 


CAPO L I^ejtfuziont e nozioni preìiminarie Che cosa t' intende per ponto , lìnea , super* 
Ccie , c solido : distinzione delle linee in rotte e currc , come pure delle superficie in 
piane c curvo : si definisce la groodesea continua a. «53 , «5A , «55. Si definìsoe 
r angolo rettilineo , sì dice quale è il suo vertice , c quali i suoi lati : si nota che la 
grandezza delP angolo non dipende dalla lunghezza dei suoi lati , ma dalla sola in- 
clinazione che quoti hanno tra loro il. 3 j6 . Uislinztone degli ao|^ in retti, ottusi, od 
acuti : lì definisee quando una retta si dice perpendicolare ad un' altra : ti dimostra 
che tutti gli angoli retti sono fra loro uguali Ua oljs Definizione delle linee rette pa- 
rallele IL ^58. Si prolTcriscono le varie dcnoAinazioai date agli angoli fatti da dae 
rette che vengono secate con una terza retta, e da due rette che ti secano scarobievol- 
ncntc JL aSg. Che cosa s* intende per figura piana , per poligono, per perimetro del 
poligono: il poligono più semplice é il triangolo: distintone dei triangoli in equilateri, 
isosceli, c scaleni: altra distinzione dei triangoli in rettangoli, ottusangoli, ca acutan- 
goli : nomi dati ai lati del triangolo rettangolo : in un triangolo ano qualunque dei 
suoi tre lati è miiiorc delia soioina degli altri due & «fio. Fra i poUgoui quadrilateri 
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li diitiilswiio il quadrato , il rettangolo , la losanga o romito, il parallelogrammo o 
romboi£ , od il trapeiio : i poligoni di cinque lati ai dicono penlagooi , esagoni 
quelli di sei , . ce : che cosa a' inteade per diagonale di un poligono ; quali poligoni 
si dicono equilateri e quali equiangoli n. a6i. Si deGniscc la figura circolare , si dice 
qual' è ilsoo centro , e quale la sua circonrerensa ; definizioni del raggio e del dia* 
metro del cerchio ; ognPdiaraetro divide il cerchio e la sua circonferenu in due parli 
uguali n. tfia. Che cosa s’ intendo per arco di cerchio , e per corda di un arco : nel 
medesimo cerchio una corda gualunque è minare del diametro n. s 63 . Si definisce U 
segmenta ed il settore circolare ; la linea iscritta nel cerchio, e l'angolo pure iscritto 
nm cerchio ; la retta tangente alla circonferensa del cerchio , e il punto di contatto 

n. afid , ifiS , sfifi I «SS 

CKVO il. DalUreUe che eomietu nel medetimofiano »' inconlrmo. Qualunque retta 
che ne incontra un' altra fa con questa due angoli adiacenti , dei quali la somma ag- 
guaglia due angoli retti ; si deducono da siffatta proposizione alcune conseguente n. 

* 167. Se due rette hanno due punti comuni , esse coincideranno in tutta la loro erten - 

sione n, 16S. Uue rette che si logliano fanno gli angoli opposti al Tertice uguali fra 
loro ; letti gli angoli formati da un numero qualunque di rette che s' incontraao m 
uno stesse punto 7 hanno per sonung quattro angoli relti n. «6a .... 1 aSi 

CAPO 111. DeUTtangoti, e di alcune 4 tUe loro principali profirielà. Due triangoli sonò 
ugnali quante Tolte hanno un angolo uguale compreso tra due lati rispettisainenle 
ntótoli , OTrera un lato uyiale adiarente a due angoli rispeUÌTamente uguali , n. S 7 d 7 
«71. In un triangolo qurilunque prolungando uno dei suoi lati, sarà l'angolo esterno 
Buygiore di ciascuno degl' interni opposti ; donde si deduce che la sommo di due an^ 
geli qualunque di un triengolo è sempre minore di due retti , e che ogni triangola ha 
dmeao due angoli octIi a. *73. Uue triangoli sono uguali se hanno due angoli nspel^ 
tiTumenle uguali , ed un lato uguale opposjo nel medutimo modo ad uno di quali an - 
goli uguali n. aj 3 . Se daun pimto praoad arbitrio dculro di un Iriangolo conducanìi 
•die estremili di no lato due unee rene , sari la somma di queste rette minoro della 
somma degli, altri due lati n. «74. Se due lah di un triangolo sono uguali rispeUiTU- 
neote « due lati di un altro triangolo , e r angolo compreso dai primi due è maggiore 
delf angolo compreso dai secondi, sarA U terso lato del primo triangolo maggiore del 
terzo lato del secondo triangolo , 0 reciprocsimente o. «75. Due triangoli som ngusli 
se hanno i tre lati riipettìTaaiente uguali n. «70. Se un triangolo è isoscele, gli angòK 
opposti ni lati ugnali sono uguali , e TicendeTolmente : il triangolo equilatero èaliresi 
equiangolo , e raciprocamente ; la retta che congiunge il Tertice del triangolo isosce- 
le col punto medio della twse , divide in due parti uguali rangolo del Teriicc ed 6 per.- 
pendioolare alla base n. 377 , «7S. In uno stesso tnangolo il maggior lato si op^ne 
al m^gior angolo , e Tincàwdevolmente n, «7a . •_ • • • 

CAPO ViTOtUe rette f e r j i t n die olarì t Mie oihfut. Da un ^lodate fuori di una rei- 
la non può condursi a questa retta che una sola perpeodicolare : è parimenti impossi- 
bile da un punto qualunque dato in una reità innalzare su di essa più di una perpendi- 
colare D. aSo. Lmi perpmidicolare è la più corta di tulle le rctie che da un punto data 
poesooo Goodurei ad una retta data : due oblique che da un punto qualunque 
della perpendicolare ad nna retta ti condneono a due punti di questa retta di- 
stanti ugualmente dal piede della perpendicolare, tono uguali ; di due oblique poi 
le quali w medesimo punto della perpendicolare si conducono a disugaali distanze 
dal tuo piede , la più corta è quella che meno se ne discosta : la vera distanxa di un 
punto da una ««Ita è la perpendicolare che dal punto si abbassa sopra la retta ; da un 
ponto dato fuori di una retta non possono condursi a questa retta più di due oblique 
^uguali : ciascun moto della perpendicolare ad una retta nd suo punto medio dista u- 
' gualmenle dalle dueesiremilA della retta , e «jualanque altro punto preso fuori della 
perpendicolare ne disia disngualmeote: due triangoli rettangoli che hanno la ipotenusa 
ed un cateto rìspettivamente uguali, sono ufraali : nel triangolo isoscele la perpendico- 
lare abbassala dal vertice sopra la base divide questa base e l'angolo del vertice ia due 

parti uguali n. 381 iSp 

CAPO T. Utile linee rette parallele. HaereM tono parallele allorché, essendo situate 
nel medesimo piano e secate da una terra retta, gli angoli interni dalla modeeima par- 
te presi insieme sono nguali a due angoli relli, o sono uguali gli angoli olterui-ioterni 
o gli angoli inlerni-erierni , 0 gii angoli ulterni-esterni , o finalmente la somma degli 
angoli esterni dalla medesima porte è aguale a due angoli retti n. «Ss. Due rette per- 
pcodicolari ad Ina lena sooc parallele a. aSS, Una reUa che è perpendicclare ad 
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un' altra i (eeala da nna qnalunqne altra retta che lia a irao>ta obliqoa a prdanirata 
fufficienlementc ; le parallele hanno comune la porpen licolare : per un punto dato fuo- 
ri di una retta non può condurli a questa retta che una sola parallela n. t 84 - Se due 
parellele sono secato da una tersa retta , la somma degli angoli interni dalla stessa 
parte è uguale a due angoli retti , gli angoli allemi-intemi sono ugnali , coma pure 
gli angoU interni-esterni e gli angoli allerni-estemi , finalmente la somma degli an- 
goli esterni dalla medesima parte è uguale a due retti n. i 85 . Due rette parallele ad 
una terza sono parallele fra loro n. s86. Due parallele, sono da per lutto equidistanti 
n. u8^. Due angoli sono uguali se hanno i lati rispcttiranieate paralleli , e diretti nei 

medesimo senso n. t88 > s 33 

CAPO VI. Di alcune proprietà degli angoli interni ed tetemi dei poligoni, hntoramn 
dei ire angoli di un triangolo agguaglia due angoli retti; prolungando uno dei lati di 
un triangolo, l'angolo esterno risulta uguale alla somma dei due angoli interni oppo- 
sti: conweendo in un triangolo duo deipuoi tre angoli, si può facilmente conoscere il 
terzo; se un triangolo ha due angoli rispetlÌTamcnle uguali a due angoli di un altro 
triangolo, saré il terzo angolo del primo triangolo uguale al terso angolo del secondo: 
un triangolo non può arerò che un solo angolo retto o oltuso; nel triangolo rettangolo 
la sonili dei due angoli acuti è uguale ad un angolo retto : nel trian^lo equilaloro 
ciasCTU angolo C la tersa parte di due retti n. asq. La somma di tutti gli angoli in - 
terni di un poligono qualunque i uguale a tante Volte due retti, quanti sono iTati del 
poligono meno due; si deducono da questa preposltioiie aleuM faeiliMiiiie consegiieBte 
n. ago. La somma degli angoli esliroi che risiUlano dal pretuogare in un medesimo 
^nso tolti i lati di un polignno qualunque , A uguale a i|uaHro retti H. a<|i. . . t sji 
CAPu VII, Di alcune propnelà dei parallelo^ammi. 1 quadrali ed i reltao^i sono an- 
cera parallelogrammi; in nn qualsiro^ia parallelogrammo i loti opposti sono uguali 
cd uguali sono altresì gli angoli opposti, dal che si deduce che due rette parallele com- 
prese fra due altre parallele sono ugnali fra loro n, 39S, Il quadrilatero che ha i lati 
opposti uguali , è un perfetto parallelogrammo , donde conseguita estere la losanga 
un quadridatero parallelogrammo n. 398, Se un quadrilatero ha due lati eppoeli u- 
<n>ali e paralleli, esso sarà un parallelogrammo n. 394. Iie due diagonali di un paral- 
lelogrammo ti secano scambicTolmenle in due parti uguali , e nella losanga ai secano 
pure ad angoli retti n, 395. Le due diagonali di un rettangolo sono fra loro ugnali : 

■I .quadrato ha le due diagonali fra loro uguali , che ai secano ad angoli retti 

n, »o 6 I 3 43 

CAPO Vili, Delle rette perpendicolari contiderale nel cerchio , delle rette tangenti e 
tergati alla eirconjerenza. L'na linea retta non può incontrare la cìrconferenia dèi 
cerchio in pid di due punti n. S97. Kcl medesimo cerchio 0 in cerchi uguali gli archi 
uguali tono sottesi da corde uguali , e reciprocamente; supponendo inoltre che gli ar- 
cai nnn ollmpaminn la irmicirconlBrenia,*nn arco laagginr» »i«n oniie./' ***_""* 
da m^giote , c reciprocamente n. 198. Il raggio pcr^dieolnre alla corda di nn ar- 
to , divide la corda e l'arco io due parti uguali n, log, 1-a perpendicolare innaliala 
sopra di una corda dal suo punto medie paw pel centro : due corde non possono mai 
Kami sc^bietolmcide per meno n. 8on. Nel rmhizi le enrde uguali itgnalmenle 
dittano dal centro, e le disuguali disugnaimcnte ; fra tutte le corde che pw un punto 
dato dentro di un cerchio ti conducono in questo stesso cerchio , ta phl piccola è la 
perpendicolare al raggio che passa pel |wmte dato n. Sol. La perpendicolare innalzata 
dalla estremitA Jet r^gio é una taggente alla cirtonferetita : per un punto dato nella 
circonfcrmia non pud condursi che una ^a tangente a qnesta circonferenia mede - 
sima n. 3 o 3. Due rette parallele intereellano sopra la circoolerenn archi uguali 

n. 8 o 3 s 244 

CAPO IX. Dellé ùrterteasuat dei eercAs'. Par tre punti dati non io linea retta ti può sem- 
pre far passare una cirronferenia di cerchio, ma non se ne può far passare che nna 
sola: due circonferente non possono secarsi in più di due punti n, 804. Se due cerchi 
si secano, la retta che unisce i loro centri è perpendicolare alla retta che congiunge 
I punti d' intersezione, ed insieme la diride per mclA n. So 5 . Se la distanza dei cen- 
tn di due cerchi è minore della somma dei raggi , cd insieme è maggiore della loro 
difierenza , le circonferenze dei due cerchi ti secheranno: se poi la distanza dei contri 
è uguale alla somma dei raggi, le circonferenze si toccheranno csternamcnlc ; da ul- 
timo se la distanza dei centri è uguale alla differenza dei raggi, le circonferenze si toc- 
cheranno internamente n. S06 , S07 . > i4f 

CzVPO X* DeU» minra degli angoli, Kel medesimo ccRhio, 0 io cerchi uguali gli an- 
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goti ngiuli cbe Iianno il rertici Mi centro, intercettano nella circonfcreiua archi u- 
guali, e reciprocaiueate n. 3o8. It rapporto di due angoli è Io (testo di quello degli 
archi coapresi Ira i loro lati, e descritti dai loro vertici corno centri col medesimo rag* 
gio n, 309 , 3io. La misura di un angolo è l'arco di cerchio compreso fra i suoi lati 
c deteriUo col centro nel Torlice dell’ angolo n. 3 ■ i , 3 1 n. Mei cerchio l' angolo forma- 
to da una tangente e da una corda ha per misura la meli dell’arco cbp vien solteso 
dalla corda o. 3i3. L'angolo iscrilco nel cerchio ha per misura la metà dell’arco com- 
preso fra isuoi lati n. 3i4. L’angolo che ha il suo rerlico nell’ interno del cerchio ha 
per misura la semisomraa degli archi compresi Irai suoi lati, e fra i prolungamenti di 
questi stessi lati n. 3i5. L'angolo formato da due secanti che s’incontrano fuori del 
cerchia ha per misura la semidiiferenza degli orchi compresi fra i suoi lati: si estende 
questa proposizione ai coso in cui uno o ambedue ì lati dell'angolo fossero tangenti 

n. 3i6 , 317 ' 1 343 

CAPO XI. Vi alcuni proilemi retalidalte teorie finora eepoele. Dividere una data ret- 
ta in due parti uguali n. 3iS. Da un punto dato in una retta innalzare a questa una 
perpendicolare a, 319 . Da un punto dato fuori dì una retta abbassare su questa una 
perpendicolare n. 3ua. In un punto dato di una data retta costruire un angolo uguale 
ad un altro angolo dato n. Su. Diridere un dato angolo in due angoli uguali n. ass. 
Descrircre sopra una data retta un triangolo equilatero o isoscele n. 3i3. Dati i tre lati 
di un Iriangofo descrivere il triangolo n. 3u4' Pn^ un punio dato condurre una paral- 
lela od una retta data n. 3s5. Dati i due lati adiacenti di un parallelogrammo con l’an- 
golo dai medesimi compreso, descrivere il parallelogramma n. 3u6. Trovare il centro 
di un cerchio, 0 di un arco dato n. Sut. Per un punto dato condurre una tangente ad 
una data circonferenza di cerchio n. 3u8. Sopra una data linea retta, descrivere un 

segmento di cercliìo capace di un dato angolo n. Sug 1 aSu 

CAPO XII, Velia mfeura delle aree dei poUgoni.Che cosa s’intende per arca 0 superfìcie 
di una figura piana; altro è che le figure sieno equivalenti, ed altro che sicno ugnali: 
cbe cosa s'intende per altezza di una figura n. 33o, 33 1 . I parallelogrammi ohe han- 
no uguali le basi e le altezze, sono equivalenti n. 33u. Ogni triangolo i la metà del 
parallelogrammo o rotlangolo cbe ha la medesima base e la medesima altezza n. 33 3. 

Duo rettangoli della medesima altezza stanno fra loro come le basi n. 334. Due rcitan - 
goti qualunque stanno fra loro come i prodotti delle loro basi per le corrispondenti 
altezze n. 335. L’ area di un qualunque rettangolo o parallelogrammo ha per misura 
il prodotto della sua base per la sua altezza : I’ arca di un quadralo è espressa dalla 
seconda potenza di uno dei suoi lati ; ì parallelogrammi della medesima base stanno 
fra loro come le rispettive altezze, e reciprocamente n. 336, 337 . L’area di un tri.nn- 
^lo qualunque ha per misura la metà del prodolto della sua baso per la sua altezza : 

I triangoli della medesima base stanno fra loro come le rispellivc altezze , e vicen.lc- 
Tolmenle n.338. L’area di un trapezio è uguale alla meU del prodolto della sua .vllcz- 
za per la somma dei duo lati paralleli; si accenna il modo che deve tenersi a fine di ot- 
tenere la misura di un poligono qualunque n. SSg ’ , , . 1 i5S 

C.APO. XIII. Vi alcuni teoremi retativi alta teoria delle aree eepoeta nel capo prece- 
dente. Il quadrato che si costruisce sopra una retta che i la somma 0 la differenza di 
due altre rette, è uguale ai quadrati che si costruiscono sopra queste due rette più o 
meno il doppio rettangolo da esse contenuto n. 34», 34t . Il rettangolo contenuta dalla 
somma e dalla differenza di due ralle agguaglia la dilfcrcnza dei quadrali di queste 
rette n. 343- Nel triangolo rettangola il quadrato della ipotenusa è uguale alla somma 
dei quadrati dei due cateti: si deducono quindi alcune importanti conseguenze n. 343. 

In un triangolo cbe non è rettangolo il quadralo di un lato è minore o maggiore della 
somma dei quadrati degli altri duo lati, secondo che quel lato si oppone ad un angolo 
acuto ovvero ottuso ; il difetto poi o l’eccesso è uguale al doppio rettangolo conte- 
nulo da uno di quegli altri due lati , da quello cioè nel quale cado la perpendicolare 
dal vertice delfangolo opposto , c dalla retta compresa fra il piede di questa perpendi- 
colare ed il vertice del suceennato angolo acuto o oltuso n. 344, H4I>- In un qualun- 

3 UC parallelugrammo la somma dei quadrali dei lati agguaglia la somma dei quadrali 

elle diagonali n. 346 360 

C.iPO XIV. Vette rette proporzionali e delle figure e miti. Che cosa s' intende per figu- 
re rettilinee simili: quali sono in queste figure ì lati, 0 gli angoli omologhi: in due dif- 
ferenti cerchi quali archi, osetlori, o segmenti si dicono simili n. 347 . In un qualsivo- 
glia triangolo la retta parallela ad un lato scea gli altri due in parti proporzionali, e re- 
«iprocamculo n. 348, 349- La ritta che seca in due parli uguali l’ angolo di un Irian- 

« 
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gol», diride il la(oBppotlo !n parli proponiniitli «i Ul! adiacenli, e r«c!|iroc«Bitatr 
n. 350 . Due trian;^li equiaitf'uli hanno i lati omolof^hi pro|K>r<ion«li , e tìccdiIcvoU 
TOntc n. jji, Uoe triangoli tono timiii y hanno un angolo ?*** 

làG proporttofiali, o ì Utt ri»poUÌT4mcate paralleH, o ftociic perpendicoUri n. 353 > 354 > 

55j. TnUe te rette cbe partono dm un mcdetimo punto dividono in parti proporiionaU 
due partitele qmiluDque n.356. WiH triangolo rcttap^lo la pcrpendiwUre che dal ver* 
lice ocirangolò retto »i abbaca topr* la i^tcnusa, qi%ide il triàngoto ìu due triaogoU 
yiiaili fra ^oro ctl al trianj^olo totale: quella perpendicolare é meJia proporzionate tra~i , 
due ipotenuU: Ojpìì calrto è medio proporiionale tra la intera ipotcnu-'i 

fd li 8C"aiento adiaccnlc; di ruoto, ed in altra gulta «ì dimostra il quadrato della 
lenusa uguale Jilia yomma dei quadrati dei due cateti: la perpendicolare che da un pun » 
to qualunque di una circonrerenta di cerchio si abbaca sul diametro, è media prepor - 
2iooalc fra i due segmenti di quoto o. Due triangoli ebe hanno uo angolo ugui « 
ic stanno come > reitangoli dei laU che io comprendwo n. Ì58. Uue poligoni sinnU 
5ono composi» di uno stesso putnero dì trianj^oU niroili rispctUvamente , eitmUmeaie 
disposti . e vicendevolmente n« 359 . Pici polìgoni simili i pcrimelri tlanao tra loro co» 
me I Iati omologhi , e le aree come i quadrali di questi medesimi lati n. 969 . 3&i , 

Le parli di «lue corde che li taj^liano dentro di un cerchio sono proportiooali re » 
ciprocamentc n. Se da un punto preso fuori di un cerchio si conducano ad esso 
dUè recanti termmate all ardo concaro, saranno queste secanti reciprocamente propor - 
gìonali alte toro parti eslcroe n. 364 - Se da un punto preso luori di un ecfchio si con » 
duca al medesimo una Ungente cd una secante terminala alTarco concaTo; sarà la tan * 
gente media proporiionale fra la secante e la sua parte esterna n. 365 , , , , s qG 3 

CAPl> AV. Di alcuni probjtmi^ dei tfuali la toluzione dipende daile teorie etpotie wl 
capitolo pttettUnu. Dividere una retta data in quante parli uguali si roglia , 0 ig 
parti propórxionaU a quelle di un' altra retta data 0. 906 . Troraro una quatta propor* 
zionale a tre rette date ^ o un> ter/a pro^mwate dopo due rette date 0 una media 
proporzionale tra due rette date n. 867, 368 . DtTiderc una retta in media ed estreipa 
ragione n. 36 g. Per un punto dato dentro di un angolo dato , tirare una retta in 

§ uisa che sieno uguali tra loro le parti comprese tra il punto dato ed i lati dell' angedo 
ato n. 370. Costruire un quadrato equiraieote ad un dato parallelogrammo ^ 0 a un 
triangolo dato n. 371. (Jostrmre »opV* una data retta un rettangolo cguiraleote aj 
un altro rcttangolQ dato n, 371. Costruii un triangolo cgoìTalenle ad un dato poli ^ 

f ono n. 373, Coilroire un quadrato uguale alta somme 0 alla ditferenyi di due qua * 
rati dati n« 374. Costruire un quadrato che stia ad un altro dato quadrato nella 
gionc di due rctie date n. 375. Sopra una data retta costruire un poligono simile ad un 
poligono dato n. 376. Essendo dati duo poligoni simili costruire un tcwo poti » 

gono l*' simile ai dati, ed insieme ugu^ affa toro ymma ovvero alla loro differenza 


nT377, £>scDdo dati due poligoni gualumtue P , , costniire un teno poligon 

quale Ma sìmile a /A ed insieme equiralenle a P n. 3 ^ ■ . . ‘ . 

CAPÒ X VI. poligoni regolariy dtua mùura tUlla cireonftrtnxa e detrarea dèi cti^ 
rhìo. Che cosa s^ntcnde per poligono regolare : due poligoni regolari di un medesimo 
sumero di lati sono due ugurc simili, e perciò i loro perìmetri stanno fra toro come i 
lati offiologlù, c le loro aree come i quadrati di «questi stessi lati n.379. Che cosa l'in* 
tende per poligono iscritto nd cerchio, 0 circoscrtUo al cerchio, e vicendevoLmente; ad 
ogni poligono regolare sì può circoscrivere od iscrirero un cerchio 0. 38 o. Quando 
un poligono regolare è iscritto in un cerchio , è facile circoscrivere al medaimo cer- 
chio un simile poligono regolare, e vicendevolmente n.SSi . Iscrìvere io un dato cerchio 
un quadrato , un aagono regolare , un triangolo equilatero, un decagono regolare, 
un pentagono regolare, c nn pentadecagono regolare n.SSs, 583 , S 84 < Si fa conosce- 
re quali altri poligoni regolari possono iscriversi nel cerchio per meato della Geome- 
tria ciemenUre u. 385 - Si determina approssimativamente il rapporto del diametro al- 
la circonferenza n. 386 , 387 , 388 . L* area del cerchio agguaglia il prodotto della 
semicirconferenza pel raggio n. 389. Le circonferenze dei cerchi sono come i raggi 
0 t diametri , c le arce come i quadrati dei raggi o dei diametri n. 890, 391. . 1 

CAPO XVII. Deipiani^ e delle lirue reHe contiderate nello tpazio. Che cosa s' inlende 
per retta perpendicolare ad un piano , e vicendevolmente : por retta parallela ad un 
piano, e viccndcvolmciUo. quando due piani si dicono paralleli fra loro 0.399, 893. La 
comune intersezione di due pian i è una linea retta n. 394* Tre ponti dati non in linea 
retta sono in un medaimo piano , e ne determinano la poauione: si dedneooo alcune 
conseguciue n. 895. Ino retta perpeodicoUrc o dac altre rette che l' intersecano al 
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8UQ pì^e in un nìmo ^ c perppndio^aro a! {nano : proprietà JyHc rdt€ j^rpcndic-u * 

Ufi ed obliquo aa un piano ii, 3 q 6 . Se da uao »tw 50 punto si nhbossiiìo sul mcJegimo 
piano due rèue , pgrpcndicolar^ r una ed obliqua r oUra , c guinUi s» ^ngmngano 
con una reità i loro piedi ; !»arà la pcrpcndicotare che nel piano si conduc^a questa 
reità pel piede della oMiqua , perpendicolare ancora alla olillqua n. 997. lina retta 
parallela ad un' altra che è perpendicolare ad un piano , 0 aneli' essa pcrpemitcoiarc 
allo »lcMO piono ? due perpendioojarì .allo slum piano sono fra loro paralU'le : ctue 
reUc parallele ad una iCTza sono fra loro parallele ^ quantunque le tré rette non si 
troTino nei medesimo piano o. 3 gS. I na retta parallela ad un'altra che si trova m 
un~piano , 6 altresì parallela a gucslo piano n. ;^Q9. Uue piani perpendicolari alla 
medesima linea retta sono fra loro ^raliclì n. ^00. Le lolenezioai di uae piani pttraU 
icii con un terrò piano sono fra loro parallele : due rette parallelo comprese fra due 
piani paralleli sono uguali ; duo piani paralleli hanno la ^rpendicolare <»munc , e 
wno da pertuUo equìdistaoU n. 4<>i< anf^oll nonsitnali nello stesso ptano, ccUp 
hanno i lati paralich e diretti pel verso medesimo, 8ono uguali, ed i loro piani parai » 

Ioli n. 4 o^- Uuo rette yonpono secate da piani paralleli in ^rti proporaionali n. 4 o 3 .i iSi 
CAPU X.V 1 U. D^gh anffoit dTedrt e poliedri. Sidelinisce i' angolo atedro : che cosa s* m- » 
tende per taccia , i per spìgolo 0 cottolo dell anipilo diedro n. 404» angolo diedro 
lia per miaiira T anfflio rcUilipco formato dalle {^rpendicolari condotte nei due piani 
che lo contenj^ono da un medesimo punto della loro ìoterserione comune n. 40^- Se 
due piani s^ ipcontrono ^ la sonima dei due anyili adiacenti formati da questi piani 6 
Mfioalc a due angoli retti n. 4 o^»« So due piani si secano , gli angoli oppusti at ver* 

Un sono uj^uali n. 407. Uuc piani paralleli secati da un ter^ piano, f^ooo per rap- 
porto agli angoli che formano con questo terrò piano le mcoesimc proprietà) ddle 
quali j^udono due rette parallelo secate da una terza retta n. 4 o 8 . Se due piani che si 
Usuano sono nspettirainonto paralleli a due altri piani, la intcrsozione dei due primi 
piani è parallela alla intersezione degli altri , e j^li angoli diedri formali dai primi 
sono uguali rispettivamente ai^li ansoh diedri formati daisecoadi n, 409» Se per una 
retta pcrpcndìi^are ad un piamo siTa passare un altro piano , sarà questo secondo 
piano perpendicolare al primo n.410. Se un piano è perpendicolare ad un altro piano, 
una retta che in uno di questi punì st conduce porpcndicolarmaue alla loro comune 
ìnterscfione, nuacird eziandio perpendicolare air altro piano ; si deducono quindi 
duo corollarii n.4t 1 » tihe cesa tuoI intendersi per angolo poliedro, e quate n è lì ver » 

Uce , U superGcie , 00. n. In un angolo triedro la somma di due qualunque de- 

f li angoli piani che lo conten«^ono è sempre maggiore del terso n. somma 

i tutti gli angoli piani che formano un angolo poliedro , 6 sempre minore di quattro 
angoli rotti n. • Quando i tre angoli piani , 1 quelt formano un angolo triedro, so « 
no uguali nipettiyamcDte ai tre angoli piani , 1 quali iormano un aecondo angolo tne* 
dfo j gli uj^uali Sono uguaimente incluinti r uflo »ull' uHfo Q- 

angoli Mliedrì limmetnci n. 4«6- i tre angoli piani, i quali oompongono unM- 
go(o triedro , Irorare con una costruzione eseguita nel piano r aogoto che fanno due 
qualunque degli angoli dati ; si asBcgnano ì limiti della poaaibititA di una tale cosini » 
aione ; si fa tedere wine questa costruzione cooTenientementc moditìcata poma pure 
serTÌfc a t^Ttre uno dyli angoli piani deir angolo Uiedro, qualora si conoscano gli 

altri due cd il loro angolo d’ inclinaziooe n. 4ì7 > 4*8» * » > 

CAPO XIX. /^at MoUdi^Sùdrt. Che cosa ■' intende per solido pobadra : quali so- 
lìdi poliedri si dicono regolari . si dimostra non essere possibili che cinque soli solidi 
poliedri regolari n. 4 i 9 > Si dcHniscc il prisma c si enumerano le diverse specie di 
prisma, (ra quali il parallelepipedo ed il cubo: che cosa è base e che cosa è allez* 
za di un prisma. 420. Delìniziooe della piramide : quale la base e quale T altezza 
della piramide n. 4 ^ 1 • Definizione dot solidi poliedri simmetrici : si dimostra nei solidi 
poliedri simmetrici tuUe le parti omologhe essere uguali , donde si deduce i solidi po- 
liedri simmetrici essere equivalenti n. 43 u. Due prismi che hanno un angolo poliedro 
compreso da piani rUpetUvameote uguali e similmente disposti sono uguali: due pri- 
smi retti che hanno basi ed altezze uguali, sono uguali n. 42^» I** u** prisma qualunque 
le iotcrseùoni (atte da piani paralleli sono poUgoai uguali ; la sezione (atta in un pri- 
sma da un piano parallelo alla base , è uguale a questa base n. 4 ^^' *>£*** pmllele- 

pipedo le facce opposte sono nguali e parallele 4 ^ 5 * 1 ^** qualunque parallelepipedo li 
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Jeila dteiza > tono ; donde confo^ìUt poterti Miapre cottfaire 

un prallclcpìpcdo relUnfioIo c>quiT&ìente ad un paraitelepipeJo qualunque dato n« 

4«7 - Uoe paraUcIppìpedi rciUngoli che hanno la itcssa base , sUnno tra foro come le 
rwpeUife altcìze , e ▼icciiUevolmente n. Due paraUclfpipeJi retUogoii gtialuo * 
quo tlanno tra loro come i prodotti dello b«si per le rispcUtYC &Uci/e n, ^ 9 , La toli- 
oitA di un prigma qualunque li esprìme pd prodotto della sua baie por U M*aH<»xa: 
i prismi della »Ce^ altei^ itanno fra loro <^me ie bosi , e TÌ<^ndevoliaento n. 4^0 t 
43t. Se una (qualunque piramide è secata da un piano |«r«llelo alla base , la al* 
tetra eJ i suoi lati saraoao secati ta parti proporaouaLì , e la temone wA un potigo^ 
simile alla baie 0 . 43u. Secando due piramiai, lo quali hanno il Terlioe comune c la 
medesima altcsza , con uno stesso piano parallelo a quello delle ioro basi , le >CTÌom 
slaranuo come que^ basi n 4331. Secando una piramido triaiHcoIare ooq piani paralleli 
alta base e tra loro eguidistanli, si potrà in cia^un elemento formare un prisma cster * 

DO, ed un altro ialeroo, in pùsa che la somma dei pri«ai differisca Unto poco guanto si 
vorrà da quella dei secondi , c dalla piramide n. 434 . Uue piramidi triangolari , is 
quali baono le basi equivaleoli • e le allctse uguali , Mito equiralenti n. 4^* Una pi* 
ramide irianyiUre qualunque è il terzo del pmina che ha la stessa baseo la stessa al * 
tetsa; quindi conseguita chela SoiidilA di una piramide triangolare è misurala dal prò* 
doUo della baso per la tersa parte dell’ altc^ia : si estende questa consci^ucnta ad una 
piramide poligona qualunque idy piramidi deHa medesima aUct/a sanno compie 
liasi) e viccndevointepte n. 4^6. Si dclennina la misura della tolidiU di un tronco pi* 
ramidalc a basi parallele n. 417» 438. Si accenna il modo come poter ottenere la mi * 
tura della loUdila di un qualunque poliedro n. 43q* ^uali poliedri si dicono simili : 
due piramidi simili stanno come l cubi dei lati oinologUi : questo teorema si estende 

agevolmente a duo qualunque poliedri simili n. 445 ^ ■ , t > tqS 

CAPU Ift aieune nozioni iufia era, delta natura e delle prineipaliprop^tà dti 
triangoli ijtn'ei. Che cosa s’ intendo per sfera, qual' è il centro della sfera, il raggio, 

• il diametro o asse n. 44> • sezione di un piano con la sfera ,é un cerchio : quale si 
dice cerchio massimo , e quale cerchio minore : tutti i cerclii mouimi sono uguali fra 
loro : due cerchi massimi si secano in due parti uguali : ogni cerchio massimo divìdo 
la sfera c la sua superficie in due parli uguali : il centro di un cerchio minore e quello 
della sfera tono sopra una medesima retta pcrpendioolare al piano del cerchio mino- 
nore : i cerchi minori sono tanto più piccoli , quanto sono più lontani dal centro della 
sfera : per due punti dati sulla superbeio di una sfera si può sempre (ar passare un ar- 
co di cerchio mamimo n. 44** Ogni piano condotto per la estremità di un ragno per- 
pendicolarmente allo stesso raggio è tangente alla sfera n-443-Le due estremità^ dia- 
metro perpendicolare al piano di un cerchio massimo sono i due poli di questo cerchio 
massimo , e di tutti i cerchi minori ad essa paralleli : ogni arco condotto da un punto 
aualunque della circonferenia di un cerchio massimo al suo polo è ugnalo ad un qua* 
orante : se la distanza di un punto qualunque della superficie sferica da ciascuno di 
due altri punti di una circonfWenia di cerchio massimo è uguale ad un quadrante f 
sarà quel punto polo di questo cerchio massimo n. 444 intende per trian- 

gola sierico, e quali sonò i suoi lati ed i suoi angoli: quando il triangolo sferico si di- 
ce relUogolo, isoscele , equilatero, ec. n. 443. In un triangolo sferico un lato qualun- 

3 UC è minore della somma degli altri due lati, e la somnaa dei tre lati è sempre minoro 
ella circonferenza di un cerchio massimo n. 44^ 1 44?. di angoli dei triangoli sforici 
possono paragonarsi fra loro per mexzo degli archi di cerchi massimi descritti dai loro 
vertici come poli, e compresi fra i loro lati n. 44^* Proprietà dei triangoli polari n. 449* 

I tra angoli di un triangolo sferico presi insieme sono minori di sei angoli relti e mag- 
giori di due: conseguenze clic quindi deduconsì n. 43o. Proprietà dei triangoli sferici 
simmetrici n. 43 1 . Due triangoli sferici situali sopra la meoesima sfera 0 sopra sfere 
uguali sono uguali in tutte le loro parti quando hanno un angolo uguale compreso fra 
lati rispcttÌTamentc uguali, o quando hanno un lato uguale adiacente a due angoli ri- 
speUiramente uguali , oppure quando hanno i tre lati rispeUiramente uguali. 0 final- 
mente quando himno i tre angoli rispettivamente uguali n. 43^, 433, 434t 433. In un 
triangolo Perico isosede gli angoli opposti ai lati uguali sono uguali o vicendevolmen- 
te: un triangolo tfertoo equilatero è altresì equiangolo , e vicendevolmente n. 436. la 
un triangolo sferico H lato maggiore si oppose air angolo maggiore, e reciprocamente 
n. 437 . due lati dì un triangolo sferico sono uguali rispeUiTaroentc a due lati di un 
ftUro triangolo sferico descritto sopra una sfera uguale, e l’angolo compreso dai primi 
due lati è maggiore dell' angolo compreso dai secondi; sarà il terzo hlo del primo 
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trtaiiKolo mmioTt del lerio late del teccnJo IriaBgofa , e TìeeBderolnieBte B. 458. 

Che co 5 a l'iDlenile per fu«o sferico, por cuneo o ungili» uerica ; un fuw tferico qu« « - 
lunquo sta a tutta la luperiìcie dcllk sfera come rangola del fuio a qualtro angoli retti 
Che B* mtende pcf ione «ferie» , per calcita sferica, per wgmento ifericoTS 
per seUore sferioo n. 5 bo. i l . . l T l . . l > SoS 

CAPO XXI. Del cono , della mitura della tua toliJtld , e della tua luptrSeie curva. 


quale il cono retto, c quale l obliquo n. 4&1 • l>e sì sechi un cono q 

fualunque con un pia* 

no parallelo alla base, la sezione è un cerchio, il cui centro è nel 

punto d incontro del* 


ùguali sono come le rist^tire altené, e Ticenderolnienle: i coni cquiTalenti hanno lo 
basi io ragione reciproca delle altezie, e Ticendevolmenle: due coni simili stanno come 
i cubi da diametri delle ràpeiii re basi p. Misura della soliJitA di un troneff^ 
cono a basi parallele n, 464 - Ca «uperEcie córra del cono retto è uguale alla meU del 
prodotto deUa circopfcrenia della base per il lato del cono ; e quella di no tronco di 
cono retto a basi parallele asaoaalia il prodotto del suo lato per la scmisomma delle 

ùL. 


cirronferenie delle due basi n. 465 , 4 C 6 . . ■ ■ ■ • ■ ■ • • ■ ■ ■ _1 3 lO 

CAPO A.XII. Del cilindro, Jeila minra della tua ro/idi<d, e della tua luperJSete euf^ 
pg. Che cosa «‘intende per cilindro , quale n' C la base , il lato , e l' asse ; dilferenra 
dd cilindro retto dall’ obliquo n. 467 - 1 ^ faccia, dalla quale superiormente è termina» 


lo II cilindro, t un cerchio aguale c parallelo alla base n. 468 . Qualunque Benone faftà 
nel cilindro con un piano parallelo alla base, è un cerchio uguale a questa base, il clli 
centro è il punto d* Incontro dell’ asse con la sezione medesima n. 46q. La «olidild di 
un cilindro qualunque aft^tuaglia il prodotto della sua base per la sua Mlexa: o^ai ci- 
lindro è il triplo del cono che ha la medesima base e la medesima allei»» ; i alindn 
che hanno ut'uali basi sbuino come le rispettire allesM, e reciprocamente; due cilin- 
di equiTalcntl hanno le basi io ranione reciproca delle allasie , e Ticenderolmente :~ì 
cilindri simili «tanno fra loro come i cubi dei diametri delle rispettire basi n, 470. Ci 
npér&cie cuira di un cilindro retto d ugnate al prodotto della circonferenza della sua 
bsiw per il lato del cilindro n. 47». • ■ • • • • *. * 

CAPO XXIII. Della mittira della anpe^cie, e (feto ao/i'di/g <fe//g «/èra. La «upcrlicio 
di una sfera qualunque è quadrupla m quella di un cerchio massimo della sten» mede - 
sima: le «uperiicìe delle sfere slonno fra loro conte i quadrati dei rispettisi raggi 0 dei 
nTpeltm diametri: la «uperlicie della «torà agguaglia la «uperttciecurTa di un cilindro 
ridlo ad essa circoseritto: si asaegnano le misure 01 una calotta sferica, di un fuso «fp . 
rico , e di un triangolo sferico qualunque n. 4 t 3, 47H< b>e soUdilA delle Efeiv sono co> 

^1 cubi dei ranKi o dei diametri : «e oltre il cilindro circoscritto alla «fera , si còn^ 
cepisca un cono retto, il quale abbia l'asse uguale al diametro della sfera, e la base 
tiRuale ad un cerchio massimo della medestnu «fera; il cmm», la «fera, e il CTlmdro «B^ 

ranno come i; «; ?; li a»CKM Ut «oUditA di ua aettofc «ferico a. 47 Ì. 47!» ■ . i 3 iS 
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